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Co mozna zrobi¢ z uktadem réwnan
... tak, aby jego rozwigzania sie nie zmienity?

Rozwazam uktad réwnan (przyktad 3 x 3 dla oszczednosci miejsca):

a11r1 + aipr> + a13x3 = b
ap1x1 + agxxo> + ap3r3z = by (1)
a31r1 + a3z2r2 + az3r3z = b3

1. Réwnania mozna zapisa¢ w innej kolejnosci:
ap1Tr1 + aopxo + an3zrz = by
a11x1 + aiprp + ai3x3 = b (2)
a31r1 + a3z2x2 + az3r3 = b3

Odpowiada to permutacji wierszy macierzy ukiadu rownan, z jedno-
czesna permutacja kolumny wyrazow wolnych.
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2. Réwnania mozna dodac¢ stronami, po pomnozeniu przez dowolng statg
rozng od zera:

ai1r1 -+ aior2 -+ a13r3 = b1
a»1r1 -+ axoxr2 + ao3r3 = b
(z-a11+az1)r1 + (z-ai2+az2)rze + (z-a13+a33)xs = z-b1+ b3

Odpowiada to zastgpieniu jednego wiersza macierzy uktadu réwnan
przez dowolna kombinacje liniowa tego wiersza z innymi, z jednocze-
shg analogiczng operacja na kolumnie wyrazow wolnych.
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3. We wszystkich rownaniach mozna przestawi¢ kolejnos¢, w jakiej poja-
wiajg sie zmienne:

a11r1 + a13x3 + ai2ro = b
ap1x1 + ap3r3 + agyxrp = by (4)
a31T1 + a33r3 + azpry = b3

Odpowiada to permutacji kolumn macierzy uktadu réwnan, z jedno-
czesng permutacja kolumny niewiadomych.
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Eliminacja Gaussa

Rozpatrzmy jeszcze raz uktad réwnan

a11r1 + aipr2 + a13x3 = b
ap1x1 + agoxo> + ap3r3z = by (5)
a3z1r1 + az2x2 + azzrz = b3
Podzielmy pierwsze rOwnanie stronami przez a1
4
aip a13 — b1
1 —I_ a11x2 + a11333 ail 6
\ a21z1 + agoxo + aozrz = by (6)
a31T1 + az2r2 + a3z3rz3 = b3

\

Teraz mnozymy pierwsze z rdwnan () przez a-q i odejmijmy stronami od
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drugiego, a nastepnie mnozymy pierwsze z réwnan () przez aszq i odej-
mijmy stronami od trzeciego. Otrzymujemy

( 1 ai3 — b1

L1 + 21112 + a 1333 T aiil

ans1a an1a .
< (022 222) 5 + (a3 —22132) 53 = by~ 2210y
_ asiaip ( _a31a13> — po — 331}
\ (a32 a;1 )72 T (as3 ail 37 CL11(;)
a
Przepiszmy to w postaci (tylko zmiana oznaczen!)
/ / —_ /

W uktadzie rownan (7b)) pierwsza zmienna, x1, wystepuje wytgcznie w pierw-
szym rownaniu. Tego réwnania juz nie przeksztatcamy, natomiast z pozo-
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statymi rownaniami postepujemy analogicznie: dzielimy drugie stronami
przez a%, i odpowiednio mnozac, odejmujemy od trzeciego. Otrzymujemy

r1 + a,’12:1:2 -+ a:1/3:1:3 = b:ll
azzr3 = b3

Teraz pierwsza zmienna wystepuje wytgcznie w pierwszym rownaniu, druga
— w pierwszym i w drugim. Gdyby rownan byto wiecej, moglibysmy to po-
stepowanie kontynuowac.
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Ostatecznie otrzymalibySmy rownanie postaci

/ ~

x1 + exo + ex3 4+ ... + exry = 91
Lo —|— or3 —|— “ . —|— orN — 92

\ x3 + ... + exy = b3 (9)
\ TN = BN

gdzie symbole e oznaczajg jakies wspoétczynniki, dajgce sie wyliczy€ z pier-
wotnych wspdtczynnikéw réwnania, b; sg przeksztatconymi w toku catej
procedury wyrazami wolnymi.

Réwnanie w postaci (9) nazywamy uktadem réwnan z macierzg trojkgtng
gorng. Algorytm prowadzacy od (5) do (9) nazywamy eliminacjg Gaussa.
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Dygresja: Ztozonos¢ obliczeniowa

Niech N oznacza liczbe danych wejsciowych pewnego algorytmu. Niech
M (N) oznacza liczbe operaciji, jakg algorytm ten wykonuje dla N danych.
Méwimy, ze algorytm ma ztozonos¢ obliczeniowg O (P(IN)) jezeli

dNg €N, A1,A> >0VN > Ng: A1 -P(N) < M(N) < As-P(N)
(10)
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Ztozonosc¢ obliczeniowa eliminacji Gaussa

Aby usung¢ zmienng x1 z jednego wiersza, nalezy wykona¢ O(N) opera-
cji. Poniewaz zmienng x1 musimy usung¢ z N —1 wierszy, musimy tgcznie
wykonaé O(NN?) operacji. Poniewaz musimy to samo zrobié ze zmiennymi
T, x3,. .., ostatecznie musimy wykonaé O(N3) operacji.

Ztozonosc¢ obliczeniowa eliminacji Gaussa
wynosi O(N3).
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Backsubstitution

Rozpatrzmy uktad rownan w postaci (9). Ostatnie réwnanie jest rozwia-
zane ze wzgledu na z ;. Podstawiamy to rozwigzanie do wszystkich po-
przednich rownan. Teraz drugie od dotu rownanie ma tylko jedng nieznang
zmienng — x_1, a co$ takiego umiemy rozwigzaé. Podstawiamy to roz-
wigzanie do rownania trzeciego od dotu i do poprzednich. Teraz trzecie od
dotu réwnanie zawiera tylko jedng zmienng, x_». Rozwigzujemy, pod-
stawiamy do poprzednich i tak dalej...

Poniewaz wyeliminowanie jednej zmiennej wymaga O (/N ) operacji, a mu-
simy wyeliminowaC N zmiennych, caty koszt rozwigzania uktadu z macie-
rza trojkatna gorna za pomoca algorytmu backsubstitution wynosi O (N?2).
Jest to niewiele w poréwnaniu z kosztem eliminacji Gaussa.

Catkowity koszt rozwigzania uktadu N réwnan liniowych za pomocag
eliminacji Gaussa z nastepujacym backsubstitution wynosi O(N3).
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Czy cos moze podjs¢ zle?

Caty algorytm zawali sie, jezeli w ktoryms
momencie trzeba bedzie wykonac¢ dzielenie
przez zero

a11 = 0lub ab, = 0, lub 53 = 0 itd.
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Przykiad

Uktadu rownan

1
r + 2 (11)
2x = 0
nie da sie doprowadzi¢ do postaci trojkatnej gornej za pomocg eliminacji
Gaussa. Jesli jednak przestawimy pierwszy wiersz z drugim lub z trzecim,
eliminacja Gaussa powiedzie sieg.

y +
y +

N N X
|

Ze wzgledow numerycznych staramy sie takze unika¢ dzielenia przez liczby
bardzo mate co do wartoéci bezwzglednej. Formalnie, w arytmetyce do-
ktadnej, jest to wykonalne, ale w praktyce moze to doprowadzi¢ do bardzo
znacznej utraty doktadnosci, tak, ze ostateczny wynik bedzie numerycznie
bezwartosciowy.
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Wyboér elementu podstawowego

Przypusémy, ze na pewnym etapie eliminacji Gaussa mamy uktad rownan

(1 + ... = b
T2 + = by
X apTr + g k+1Tk+1 T = by (12)
Ak4+1kTk + OQk4+1k+1Th+1  + = brg1
\ aNkTr + AN k4+1Tk+1 T+ = by

“Powinnismy” teraz dzieli¢ przez aj;. Zamiast tego wsréd wspotczynni-
KOW app, ap+41 k> Qk+42 k> - - - » aNE WYSZUKUjemMy najwigkszy co do modutu,
permutujemy wiersze tak, aby ten najwigekszy co do modutu znalazt sie
w pozycji diagonalnej i dzielimy przez niego. Wspotczynnik wypromowany
do pozycji diagonalnej nazywa sie elementem podstawowym (ang. pivot).
Ten krok algorytmu nazywa sie czesciowym wyborem elementu podstawo-
wego. Dalej postepujemy jak poprzednio.
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Koszt wyszukania jednego elementu podstawowego wynosi O(N). Jezeli
robimy to w kazdym kroku, catkowity koszt jest rzedu O(N?), a wiec jest
maty w porownaniu ze ztozonoscig obliczeniowg samej eliminacji Gaussa.
Wynika z tego, iz czeSciowego wyboru elementu podstawowego nalezy
zawsze dokonywad, gdyz nie zwieksza to znacznie kosztu catej procedury,
moze natomiast zapewni¢ numeryczng stabilnosé algorytmu.

Zamiast szuka¢ elementu podstawowego wytgcznie w jednej kolumnie,
mozna szukac¢ najwiekszego co do modutu wspédtczynnika wsrdéd wszyst-
kich a; ;,k < 4,5 < N. Po znalezieniu, nalezy tak spermutowac wiersze
| kolumny uktadu rownan, aby element podstawowy znalazt sie w pozy-
cji diagonalnej. Nazywa sie to pefnym wyborem elementu podstawoweqgo.
Zauwazmy, ze koszt numeryczny wynosi O(N3), a wiec staje sie poréwny-
walny z kosztem catej eliminacji Gaussa, ponadto zas permutacja kolumn
wymaga pozniejszego odwiktania permutacji elementow rozwigzania, co
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jest ktopotliwe. Petny wybor elementu podstawowego zapewnia wiekszg
stabilnos¢ numeryczng, niz wybdr czesciowy, ale w praktyce jest rzadko
uzywany, ze wskazanych wyzej powodow.

Do skutecznego przeprowadzenia eliminacji Gaussa potrzebna jest
znajomos$¢ kolumny wyrazéw wolnych, gdyz wyrazy wolne takze sg
przeksztatcane i permutowane w czasie eliminaciji.
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Uwagi o eliminacji Gaussa

Przypusémy, ze mamy rozwigzac¢ kilka uktadéw réwnan z tg samg lewg
strong, a réznymi wyrazami wolnymi:

AxD =p) =12 . M (13)

gdzie A € RV*XN x(@) p() ¢ RN, Eliminacja Gaussa (z wyborem ele-
mentu podstawowego!) jest efektywna, jezeli z gory znamy wszystkie
prawe strony b(1) b(2) . bM) gdyz w tym wypadku przeprowadza-
jac eliminacje Gaussa, mozemy przeksztatca¢ wszystkie prawe strony jed-
noczesnie. Catkowity koszt rozwigzania (13) wynosi wéwczas O(N3) 4+
O(MN?).
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Jezeli jednak wszystkie prawe strony nie sg z gory znane — co jest sy-
tuacjg typowag w obliczeniach iteracyjnych — eliminacja Gaussa jest nie-
efektywna, gdyz trzebaby jg niepotrzebnie przeprowadzaé dla kazdej pra-
wej strony z osobna, co podnositoby koszt numeryczny do O(M N3) +
O(MN?).
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Dygresja: rownania macierzowe

Zauwazmy, ze korzystajgc z wtasnosci mnozenia macierzy, robwnania

mozna zapisa¢ w postaci

AX =B
gdzie A € RVXN X B € RVXM przy czym

'ajél) e
1 2
x = |5 57

D L@

| analogicznie dla B. Innymi stowy, macierzowy uktad rownan

rownowazny uktadowi réwnan liniowych
stronami.

13

TN =

14

13

(14)

jest

z M niezaleznymi prawymi
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Uwaga — jawna konstrukcja macierzy odwrotnej

Z powyzszych uwag widaé, ze problem jawnej konstrukcji macierzy od-
wrotnej

A-A =1 (15)

jest problemem postaci (14), a wiec kolejne kolumny macierzy odwrotnej
uzyskujemy rozwigzujac kolejne uktady (13) dla « = 1,2,..., N, przy
czym b(1) = [1,0,0,...]7, b(2) = [0,1,0,...]T itd. Rozwigzanie
uktadu réwnan Ax = b poprzez jawng konstrukcje macierzy odwrotnej,
x = A~ 1b, wymaga rozwigzania N uktadéw réwnan liniowych, co ozna-
cza koszt O(2N3), podczas gdy koszt bezposredniego rozwigzania row-
nania Ax = b to O(N3).
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Pojawiajacy sie czesto we wzorach napis A~ 1b

zawsze rozumiemy jako wezwanie do znalezienie

wektora z takiego, ze Az = b.

Przykiad

Wyrazenie

interpretujemy jako

gdzie

Xn+1

Jz

Xn — Z

(16)

(17a)

(17b)
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