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Generatory liczb losowych
dla podstawowych rozktad oOw
prawdopodobie nstwa

e Rozktady ci agte. e Rozktady dysktretne.
> Rozktad wyktadniczy. > Rozkiad dwumianowy.
> Rozkitad normalny (Gaussa). > Rozktad Poissona.
> Rozktad Cauchy’ego (Breita—\Wignera). > Rozktad geometryczny.
> Rozkfad pot egowy. > Pewna metoda og olna.
> Rozkiady «-stabilne.

Rozktady wielowymiarowe.
> Metody og Olne.
> Rozktad r wnomierny na sferze i kuliw  R™.

> Rozktad r wnomierny na sympleksie i na powierzchni sympleksu.
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Rozkiady ci agte. 2

Rozktad wyktadniczy FE/(6, \):

» GestoSE prawdopobienstwa:

1
P@,A( ) = Xe

— Transformacja liniowa:

By :
v =" X = FE0,\) — E(0,1): po1(z')=e"", 2" > 0.

A. Metoda odwracania dystrybuanty:
X'=—InR, RelU(0,1), = X=XX"+0.
B. Metoda serii monotonicznych  (J. von Neumann, 1951) — rozkfad E(O, 1):
1. Generujemy ciag Uy, Us, ... € U(0,1).
2. Obserwujemy serie postaci: Uy > Uy > ... > U, < U, 11 inumerujemy je kolejnymi
liczbami 0, 1, 2, . . ..
3. Numer pierwszej serii, ktorej dlugos¢ n jest liczbg nieparzyst a przyjmujemy za czesc¢
catkowit g generowanej liczby losowej X', natomiast wartoS¢ /21 pierwszej liczby w tej serii

— za jej czeS¢ utamkow a.
= Cw. N9.1: Uzywajac metody serii monotonicznych wygenerowaé rozktad E(O, 1). Wykonac
histogram i porownac z wykresami funkcji gestosci prawdopodobiehstwa oraz dystrybuanty.
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Rozkiady ci agte. 3

Rozktad normalny (Gaussa) N (u,0):

» GestoSc prawdopobienstwa:

1 _ (e—w)?
Guo(x) = e 222 |,  —oo<zx<400.
oV 2w
— Zamiana zmiennych (transformacja liniowa):

o =(x—p)fo = N(uo)— N0,1): ¢o1(z)) = (1/V2r)e /2.

A. Metoda oparta o centralne twierdzenie graniczne — patrz wykiad 1.

> Dobra dla obszaru centralnego, zta dla ,,ogonow” rozktadu!

B. Metoda odwracania dystrybuanty — w jednym wymiarze:
> W jednym wymiarze dystrybuanta nie jest odwracalna analitycznie — czasem stosuje sie
pewne przyblizenia dla funkcji odwrotnej do dystrybuanty, np. (Odeh i Evans, 1974):

g(u), 10—20 <u< 05, g<u> — ]\L4((tt)),

—g(l—u), 05<u<1-—10"2°, t=+v—2lnu,
L(t) = 0.322232431088 + t + 0.342242088547t> + 0.0204231210245¢°
+0.0000453642210148¢*,

M (t) = 0.099348462606 + 0.588581570495t + 0.531103462366t*
+0.10353775285¢* + 0.0038560700634t*.
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Rozklad normalny — c.d. 4

C. Metoda odwracania dystrybuanty —w dw  6ch wymiarach:

» GestoScC prawdopobienstwa:

1
plr,y) = —e" —00 < x,Y < 400.
2T

> Przechodzimy do wspoirzednych biegunowych:

(x,y) = (rcos ¢, rsin @), 0<op<2mr, 0<r<+oo,

1 2

= faktoryzacja: p(¢,7) = f(¢) g(r),  gdzie: f(¢) = 5 g(r)=re=.

— Zmienng katowa generujemy z rozkladu rownomiernego, a zmienng radialng przez

odwrocenie dystrybuanty.

> Niech Uy, Us € U(0,1):

r=+/—2InU; cos(2wUs)
y =+/—2InU; sin(27U3)

niezalezne zmienne losowe o rozktadach N (0, 1).

» Zalety: Dokladna i prosta w uzyciu!

» Wada: Czasochtonne obliczanie funkcji logarytmicznych i trygonometrycznych!
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Rozklad normalny — c.d. 5

D. Metoda Marsaglii i Braya (1964).
TWIERDZENIE:

Jezeli: Uy, Uy € U(—1,1) - niezalezne zmienne losowe,

to przy warunku: UZ + UZ < 1, zmienne losowe:

—21In(U? + U2) Us
X =U, 1 2’ Y, = X; —
\/ U2 4 Uz U,

sg niezalezne i maja rozktad normalny N(O, 1).

> Schemat:

1. Wygenerowac: Ry, Ry € U(0,1) iwyliczye: Uy =2R; — 1, Uy = 2Ry — 1.
2. Wyliczye: W = U? + U3.

3. Jezeli: W > 1, to wrocic do kroku 1. (— eliminacja ok. 21% przypadkow).

4, Wyznaczyc: X = Uy Z oraz Y = Uy Z, gdzie: Z = _2$W.

E. Metoda eliminacji wzgl edem rozktadu wyktadniczego — patrz wykiad 6.

F. Metoda kombinacji superpozycji rozktad  Ow i eliminacji — patrz wyklad 6.

= Cw. N9.2: Wygenerowac rozktad normalny metodami odwracania dystrybuanty oraz Marsaglii i Braya.
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Rozktady ci agte 6

Rozktad Cauchy’ego (Breita—Wignera) C'(6, \):

» GestoSE prawdopobienstwa:

A 1
fol ):%Au(x—e)?’

— 0 < xr < +0.

— Zamiana zmiennych (transformacja liniowa):

, x—0 / 1
— T = = C(0,\) — C(0,1): = —
L — T )\ (6,X) (0,1): fo,1(z") 1+ 7

> Uwaga: WartoS¢ oczekiwana nie istnieje, a wariancja jest nieskonczonal!

12"

A. Metoda odwracania dystrybuanty:

» Dystrybuanta:

1 1
F(z) = — arctgx + 5

1

o xw(sfol]). veuon
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Rozktad Cauchy’ego — c.d. 7

B. Z ucietego rozkladu Cauchy’ego  (kombinacja metody superpozycji rozktadow i eliminacji):

» Uciety rozktad Cauchy’ego C,, (0, 1):

LEMAT:

Jezeli zmienna losowa X ma uciety rozktad Cauchy’ego C, (0, 1), to zmienna losowa Y/,

ktora z prawdopodobiehstwem % jest identyczna ze zmienng losowa X oraz z prawdopodo-

bienstwem % jest identyczna ze zmienng losowa 1/X, ma rozktad Cauchy’ego C(O, 1).

Dowod: Niech y < —1:

1 11 1 (1
P{Yﬁy}zip{XSy}Jrj’{—Sy}=O+§P{—§X<O}:

X Y

1 1
——arctgy + 5 — dystrybuanta rozktadu Cauchy’ego C(O, 1).
s

Podobnie dowodzimy dlay € (—1,1)oraz y > 1. KX
» Uciety rozktad Cauchy’ego generujemy np. metoda eliminacji wzgledem rozktadu 4/(—1,1)
lub metoda AC z: g(x) = 0.5, fi(z) = fu(z) — fu(0) + 0.5, fa2(x) = f.(0) — 0.5.
= Cw. N9.3: Wygenerowa¢ rozktad Cauchy’ego powyzszymi metodami.
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Rozktady ci agte 8

Rozklad pot egowy:

» GestoSc prawdopobienstwa:
filz) =na™ 1,
fax) =n (1 —z)"
gdzie: 0 < x <1, neN.

A. Metoda odwracania dystrybuanty:

X =Ut" — f1,  Ueu(o,1).

Y=1-UY" — f,, Uel0,1).

> Wada: Czasochtonna operacja ut/n

B. Niech Uy,Us, ..., U, € U(0, 1) - niezalezne zmienne losowe:
X = max{Uy,U,,...,U,} marozkiad o gestosci f71,
Y = min{U;,Us,...,U,} marozkiad o gestosci fs.

= Cw. N9.4: Wygenerowac rozktad potegowy powyzszymi metodami dla kilku wartosci 7.
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Rozktady ci agte 9

Rozktady «-stabilne S, (o, 3, ):

Zmienna losowa X ma rozktad a-stabilny , 0 < o < 2, z parametrem skali ¢ > 0, z parametrem
asymetrii 3 € |—1, 1] i z parametrem potozenia i1 € R, jezeli jej funkcja charakterystyczna ¢(t)

jest dana wzorem:

—o[t|* (1 —ifsignt tg =) +ipt, o #1,
—olt| (1 —ifsignt 2 In|t|) +ipt, a=1.

In 6(t) =

> Dlaa = 2 —rozktad normalny.

> Dlaa =1 —rozktad Cauchy’ego.

» W pozostatych przypadkach nie jest znany wzor analityczny dla gestoSci prawdopodobienstwa
lub dystrybuanty tego rozktadu!

> Dla 0 < o« < 2 —rozktad Levy’ego, ktory ma zachowanie asymptotyczne w postaci tzw.

ogondéw Pareto: ~ o® /|z |11

€| Dygresja: Rozktad jest stabilny jezeli suma niezaleznych zmiennych losowych z tego rozktadu

jest tez zmienna losowa z tego rozktadu (cho€ z innymi parametrami).
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Rozklady «-stabilne — c.d.

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad S, (1, 3, 0), to zmienna losowa Y dana wzorem:

oX + 1 a # 1,
aX—l—%ﬁalna—l—,u a =1,

ma rozktad S, (o, B, ).

» Algorytm generowania zmiennej losowej X (Chambers, Mallows, Stuck, 1976):

1. Wygenerowa¢ zmienna losowa: U € U(—m/2,7/2).
2. Wygenerowa¢ zmienna losowa W o rozktadzie wyktadniczym FE(0, 1).
A) Dla o = 1 obliczy¢:

X_%[( +6U) tgl — 3 In 2

B) Dla @ = 1 obliczy¢:

sin(a|U + Ba ) {cos (U — a|U
(cosU)1/« |44

” WcosU
+ pU

X =54
gdzie:

Bas = a 'arctg (ﬁtg%)

10
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Rozktady dyskretne 11

Rozktad dwumianowy (Bernoulliego)  b(n, p):

» GestoSE prawdopobienstwa:

n
m

P -

)pm(l—p)”_m, m=20,1,2,...,n.

— Liczba sukcesow w schemacie Bernoulliego z prawdopodobiehstwem sukcesu p.

» Algorytm 1. (typu ,,lgta Buffona”)
m = O;
for (i =0; i <n; i++) {
U= Geny(o0, 1); [l tzn. U z rozkladu U(O, 1)
1T (U <=p) m+
}

returm m

> Wada: Wymaga wielu liczb losowych.
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Rozktad dwumianowy — c.d. 12

Jezeli n nie jest bardzo duze, to moze optacac sie stablicowanie dystrybuanty, tzn. obliczenie:

Pk = ZP{X = i}

| skorzystanie z nastepujacego algorytmu, ktory wymaga tylko jednej liczby losowej:
» Algorytm 2:

m = 0;

U= Geny(0, 1); [l tzn. U z rozkladu U(O0, 1)
while (U > p[n]) m+;

returmm

Jezeli n jest duze, ale moze by¢ przedstawione w postaci n = kl, gdzie [ nie jest bardzo duze, to
moze optacac sie generowanie k liczb losowych o rozktadach dwumianowych b(l, p) za pomoca

powyzszego algorytmu i obliczenie m jako sumy tak wygenerowanych liczb.
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Rozktad dwumianowy — c.d. 13

Jezeli zmienna losowa U € U(0, 1), to zmienne losowe:

Y=0(p—-U) oraz V:min{

sa niezaleznei V € U(0, 1).

Dowod: np. Wieczorkowski i Zielifski (1997).
> Zmienng losowa Y mozemy traktowac jako wskaznik pojawienia sie sukcesu, a zmienng
losowa V' jako zmienng losowa o rozktadzie Z/{(O, 1) w niezaleznym powtorzeniu doSwiadczenia
w schemacie Bernoulliego.
» Algorytm 3. (potrzebna tylko jedna liczba losowal!)
m = 0O;
U= GenU(O0, 1); [l tzn. U z rozkladu U(O0, 1)
for (I =0; I < n; |I++)
if (U<=p) { m+ U/=p; }
else U= (1- U/(1 - p);
returmm

= Cw. N9.5: Zaimplementowac generatory rozktadu dwumianowego wedtug powyzszych algorytmow.
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Rozklady dyskretne 14

Rozktad Poissona P(\):

» GestoSE prawdopobienstwa:
A” N
P{X=n}=—¢e",

A) LEMAT:

Jezeli &y,&1, &2, ... — niezalezne zmienne losowe o rozktadzie wyktadniczym FE(0, 1), to

k
X —min{k: Zfz > )\}
i=0

zmienna losowa:

ma rozktad Poissona P(\).

Dowod: Zdarzenia losowe: {X < k} oraz {Zfzo £ > A} sarownowazne.
Zmienna losowa Zf:o &; marozktad I'(k + 1, 1), gdzie I'(«, #) — rozkiad gamma o gestosci:

L 1 a—1 _—x/0
fa,@(fv) — F(Oé) o X (& .
Zzatem P{X <k} = f fr+1,1(x)dz iwystarczy pokazat, ze
P{X =k} =P{X <k} —P{X <k—1} jestrowne prawdopodobienstwu Poissona. X
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Rozklad Poissona — c.d. 15

» Algorytm 1:
X=-1;, S = 0;
while (S <= | anbda) {
Y = GenE(0, 1); . Y z rozkladu E(O, 1)
S += Y, X++;
}

returm X

— Oczywista odmiana tego algorytmu:
» Algorytm 2:
X=-1, S=1;, q = exp(-lanbda);
while (S > q) {
U= Geny(o0, 1); [l tzn. U z rozkladu U(O, 1)
S *= U, X++;

}

returm X

> Wada: Wymagaja wielu liczb losowych.
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Rozklad Poissona — c.d. 16

B) Metoda odwracania dystrybuanty (og 0lna):

» Algorytm 3:
O;
exp(-1anmbda) ;
P = q;
GenyU( 0, 1); . Uz rozkladu U(0, 1)
while (U>S) {
X++;
P = | anbda/ X;
S += B
}

returm X

> Wada: Dla duzych wartosci A kumulacja bteddéw zaokraglen przy obliczaniu prawdopodobienstw

P moze prowadzi¢ do niedoktadnosci numerycznych.

= Cw. N9.6: Zaimplementowa¢ generatory rozktadu Poissona wedtug powyzszych algorytmow

i wygenerowac rozktady dla kilku wartosci A.
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Rozktady dyskretne 17

Rozktad geometryczny G(p):

» GestoSE prawdopobienstwa:

P{X=n}=(1-p)p", n=20,12,...

Jezeli zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy o gestoSci:

falz) =ae %,

to zmienna losowa LXJ (tzn. czesc catkowita X)) ma rozktad geometryczny:

G(e ).

» Algorytm:
1. Generujemy zmienng losowa: U &€ U(O, 1).
2. Obliczamy: X = [InU/Inp].

= Cw. N9.7: Zaimplementowa¢ generator rozkladu geometrycznego i wygenerowac rozktady

dla kilku wartosci p.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 7



Rozklady dyskretne 18

Metoda r 6wnomiernego rozbicia przedzialu (0, 1):

» Ogolny rozkiad dyskretny:
P{X =k}=p,, k=0,1,... K.
[> Czasami metoda odwracania dystrybuanty (patrz wyktad 6) moze by¢ bardzo wolna
(duza wartos¢ K)!
» Bardziej wydajna metoda:
e Przedziat (0, 1) dzielimy na K + 1 podprzedziatow (bindw) (;3{;11’ K?H) o0 jednakowej
dtugosci i numerujemy je kolejnymi liczbami 1,2, ..., K + 1.
— Zmienna U € U(0, 1) wpada do binu o numerze | (K + 1)U + 1].

e Tworzymy ciag: ¢; = Z}i:opkv 7=0,1,..., K.

e Tworzymy pomocniczy ciag liczb: ¢g; = max {j: q; < KfH} , 1 =1,2,.... K+ 1.

» Algorytm:
U= Geny(o0, 1); /[l tzn. U z rozkladu U(O, 1)

X=9g[(int) (K+ 1)U+ 1] + 1;
while (g[X-1] > U X--; [/ oczekiwana |iczba porownan <= 2
returm X;
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Rozklady wielowymiarowe 19

Metody og Olne:

Niech X — m-wymiarowa zmienna losowa o gestosci prawdopodobienstwa f(azl, To, ... ,:Um).

» Do generowania gestosci wielowymiarowej zmiennej losowej mozna stosowac metody eliminacji
oraz superpozycji rozktadow.
> Moga sie pojawit wieksze trudnosci techniczne, np. problem obszaru zmiennej losowej X!

PRZYKLAD:

Generowanie rozktadu rownomiernego w kuli jednostkowej £, (O, 1) metoda eliminacji wzgledem
rozktadu rownomiernego na kostce [—1, 1]™.
— Prawdopodobienstwo akceptacji: p,, = 7™/2/[2™T(m/2 + 1)].

m Pm Npm = 1/pm
2 | 7.854-107" 1.27
5 | 1.645-1071 6.08
10 | 2.490-107° | 4.015-107
20 | 2.461-107% | 4.063-107
50 | 1.537-107*® | 6.507 - 10*®
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Rozklady wielowymiarowe 20

Metody og 0Olne — c.d.

e Metoda eliminacji wzgledem rozktadu rbwnomiernego na wielowymiarowym

hiperprostokacie HTZl[aj, bj] jest najbardziej ogblng metoda generowania rozktadu

rownomiernego na dowolnym obszarze: {2 C R™.

Niektore obszary {2 mozna otrzymac przez nieosobliwe liniowe przeksztatcenie prostszych
obszarow:

> kula K,,(0,1) — elipsoidy w R™;

> sfera S, (0,1) — powierzchnia elipsoidy w R™;

> sympleks — niektore wieloSciany wypukte;

> powierzchnia sympleksu — powierzchnie takich wieloScianow.

Jezeli X € U(NY) oraz F' — nieosobliwe przeksztatcenie liniowe R™, to FI(X) € U(F()).

GestoSc wielowymiarowego rozkladu mozemy przedstawic w postaci iloczynu gestoSci
rozktadow brzegowych i warunkowych:

flx1, .y xm) = f(x1) f(@a|z1) f(xs]|z1, 22) - - f(@n]T1, 22,y T0—1).
— Zmienng losowa )? = (Xl, - ,Xm) generujemy ,,wspotrzedna po wspoirzednej”,

tzn. X; wg. rozktadu f(x;|x1,x2,...,2T;—1) powygenerowaniu: Xi,...,X;_1.
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Rozktad r bwnomierny na sferze i kuliw R 21

e Rozktad r ownomierny na sferze S, (0, 1):
Sm(0,1) = {(:131, ey X)) Zx? = 1} :
j=1
» Algorytm:
1) Generuj zmienne losowe Z1, ..., Z,, o rozkkadzie normalnym N (0, 1).

2) Oblicz: X; = Z;/\/> ey Z?

7 7

3)Return X = (X1,..., Xpn).

e Rozktad r 6wnomierny na kuli K, (0, 1):

i=1,2,....m.

Km(0,1) = {(yl,-..,ym)r > y; < 1}-

j=1

Jezeli zmienna losowa Y ma rozktad rownomierny na kuli K&, (O, 1), to dtugoSc¢ promienia
wodzacego punktu Y jest zmienna losowa o rozkitadzie potegowym z gestoscia:
h(r)=mrm™ 1 0<r<1.
» Algorytm:
1) Generuj zmienng losowa X o rozkladzie rownomiernym na sferze S,,, (O, 1).
2) Generuj R wedtug rozktadu o dystrybuancie H(r) = r™, 0 <r < 1.
3) Return Y = (RX4,..., RX,,).
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Rozkiad r bwnomierny na sympleksie i powierzchni sympleksu

e Rozkiad r bwnomierny na sympleksie W,, — LEMAT:

22

pozycyjnych, to zmienna losowa X = (X1,...,X,,) dana wzorami:
Xl — Ul:ma X2 — U2:m — Ul:ma SRR Xm — Um:m — Um—l:m

ma rozktad rownomierny na sympleksie:

sz{(:cl,...,:cm): d z; <1, x>0, j:1,2,...,m}.

j=1

Jezeli Uy,...,U,, € U(0,1) oraz Uy.m, ..., Um.m jest ciagiem odpowiednich statystyk

e Rozkitad r wnomierny na powierzchni sympleksu Vin — LEMAT:

nich statystyk pozycyjnych, to zmienna losowa X = (Xl, - ,Xm) dana wzorami:

ma rozktad rownomierny na powierzchni sympleksu:

Vi = {(azl,...,xm): d oay=1, x; >0, j—1,2,...,m}.
j=1

Jezeli Uy, ..., Upn—1 € U(0,1) oraz Ur.pp—1,---,Um—_1.m—_1 jest ciagiem odpowied-

Xl — Ul:m—la S Xm—l — Um—l:m—l — Um—2:m—1a Xm =1- Um—l:m—l

= Cw. N9.8: Zaimplementowac generatory dla rozktadow na sferze, kuli, sympleksie i jego powierzchni.
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