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Wprowadzenie

Rozwazmy réwnanie rézniczkowe

Y =1(,y), (1)
T

gdzie y,f € R", n > 2. Rozwigzanie réwnania zalezy od n statych
wyznaczanych z warunkdw, jakie spetnia¢ musi poszukiwana funkcja y.
Na Wyktadzie 1 powiedzieliSmy, ze ,jesli wszystkie te warunki zadane sg
w jednym punkcie, rownanie wraz z warunkami narzuconymi na funk-

cje, nazywa sie problemem poczagtkowym czyli problemem Cauchy’ego”.

A jesli warunki nie sg zadane w jednym punkcie?
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Dwupunktowe problemy brzegowe

W praktyce dos¢ czesto wystepujg sytuacje, w ktérych warunki zadane sg w dwu
punktach — na poczatku i na koncu przedziatu, w ktérym poszukujemy rozwigzania.
Oznaczmy ten przedziat przez [0, b]. Warunki, ktore zadajemy, majg jedng z trzech po-
staci:

postaé ogdlna: g(y(0),y(b)) =0, (2a)

warunKi liniowe: Boy(0) 4+ Byy(b) = b, (2b)

rozsepa- yl(o) — gla yQ(O) — gQa R 7yk’(0) — gk’: (20)
rowane: yk+1(b) — gk-l—la S 7yn(b) — gn? 1<k<n.

Bo, B, sa statymi macierzami, b jest statym wektorem. Warunek w postaci jest
szczegoblng postacia (2b), ktéry jest szczegbing postacia (2a)).

Rownanie (1) wraz z jednym z warunkow (2) nazywam dwupunktowym
problemem brzegowym dla
rownania rézniczkowego zwyczajnego.
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Przyktad 1:
Znalez¢ y(t) spetniajgce

y+y=0, (3)
y(0) =0, y(b) =1/2.

sint
Rozwiagzaniem jest y(t) = )
( 4 lesty(t) = 753

Przyktad 2:
Rownanie struny:

—(p®)u") + q(t)u =r(t), (4)
uw(0) =0, v'(b) =0.
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BVP moze nie mie¢ rozwigzania
Przyktad 3 — ODE z separairysa:
2

15

y(x)
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BVP moze mie¢ niejednoznaczne rozwigzanie

Przyktad 4: Problem

w4 et Tl = 0, (5)
uw(0) =u(1l) =0,

ma dwa rozwigzania dane przez

. cosh [(t —1/2)0/2]
u(t) = —21In { cosh(0/4) } : (6a)
gdzie 0 spetnia
0 = v/2ecosh(6/4). (6b)
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Twierdzenia o istnieniu i jednoznacznoéci rozwigzan BVP. ..

... W 0gélnosci nie sg znane. Znane jest tylko twierdzenie o istnieniu i jed-
noznacznosci rozwigzan liniowego BVP z liniowymi warunkami brzego-
wymi: Réwnanie

Y =A@y + @) 7
T

wraz z warunkami brzegowymi postaci (2b) ma rozwigzanie, ktére jest przy
tym jednoznaczne, wtedy i tylko wtedy, gdy A, q sg ciggte oraz gdy macierz

Q = Bo+ ByY(b), (8a)
jest nieosobliwa, przy czym macierz Y (z) spetnia
dY
— =A(2)Y, (8b)
dx

z warunkiem Y (0) = L.
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Stabilnos¢ BVP

,1estowy” problem Cauchy’ego

dy1
d — _>‘y17 y]_(O) — 17 (9)
X
jest stabilny gdy A > 0. Dokonajmy w (9) zmiany zmiennych: + = b — «,

y>(7) = y1(b — x). Wéwczas d/dx — —d/dr, 0 — b. Otrzymujemy

dy2
- =2, y2(b) = 1. (10)

-
Réwnanie (10) jest tozsamosciowo rownowazne rownaniu (9) i fakze jest
stabilne dla A > 0. Rownanie (10) odpowiada propagacji wstecz w czasie.

O ile (9) jest problemem poczatkowym, (10) jest ,problemem kohcowym”.
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Jesli zapisac (9), (10) tgcznie, otrzymujemy nastepujgcy problem brzegowy
0 rozseparowanych warunkach:

vi | | =X 0 ||y
=1 n ) t

y1(0) =1, yo(b) = 1.

Z poprzedniej dyskusji widaé, iz (11) jest, jako BVP, stabilny. Widzimy jed-
nak, iz rownanie rézniczkowe w (11

zawiera mody stabilne przy propagacji
w przod oraz mody stabilne przy propagacji wstecz w czasie.
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Metoda strzelania — najprostszy przypadek

Rozwazmy na poczatek rownanie (1) z n = 2 oraz rozseparowanymi wa-

runkami brzegowymi

Roéwnanie

12C

2C):
Z—z = f(z,y), (12a)
y1(0) = y, (12b)
ya(b) = oy, (12c)

ma posta¢ warunku koncowego. Aby moc numerycznie

rozwigzac problem (12

czgtkowy. Mamy zatem

, Zamieniamy warunek koncowy na warunek po-
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% — f(.CU,Y), (133-)
y1(0) = y), (13b)
y2(0) = c, (13c)

gdzie c przyjmujemy na poczagtku w sposob (prawie) dowolny. Teraz, przy
ustalonym ¢, rozwigzujemy numerycznie problem Cauchy’ego (13). Roz-

wigzanie numeryczne daje nam y»(b) = yé ) Oczywiscie y(b) jest funk-

cja c, yé ) — = 95 )(c) Rozwigzanie numeryczne spetnia warunek poczat-

kowy (12b). Zadamy, aby takze warunek koricowy (T12¢) byt spetniony:
gb)(c) — y(b) : (14)
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14) jest rownaniem algebraicznym na warunek poczgtkowy ¢ — metoda
strzelania oznacza konieczno$¢ rozwigzania tego rownania algebraicz-
nego. Zauwazmy, ze kazdorazowe obliczenie lewej strony rownania (14),
oznacza konieczno$¢ numerycznego rozwigzania problemu Cauchy’ego
13). Podkres$lam, ze réwnanie to trzeba rozwigzac¢ za pomocg odpowied-
niej metody numerycznej (regula falsi, interpolacja odwrotna itp) — do-
stowne strzelanie, czyli dobieranie ¢ na chybit-trafit, na ogot przynosi kiep-
skie rezultaty.

Gdyby trzeba byto “uzupetnia¢” wiecej warunkéw poczagtkowych (dla n >
2), zamiast rownania (14) otrzymujemy ukfad réwnan algebraicznych.
Mozna go prosto rozwigzywa¢ metodami nie wymagajgcymi obliczania po-
chodnej lewej strony, a zatem nie wielowymiarowg metodg Newtona. Uzy-
cie metody Newtona moze przyspieszy¢ zbieznos¢, wymaga to jednak do-
datkowej analizy teoretycznej — patrz nizej.
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Przyktad

Rozwazmy BVP

@ = —y+uzxz, (15a)
dx

dz = y— 3z, (15b)
dx
y(0) = 1, (15¢)
2(1) = 1. (15d)

Metoda strzelania polega na zastgpieniu warunku (15d) przez warunek
z2(0) = zg i numerycznym rozwigzaniu powstatego problemu Cauchy’ego.
Liczbe zg staram sie dobrac tak, aby obliczona numerycznie wartos¢ z(1)
spetniata (15d).
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Wyniki metody strzelania dla problemu

klasyczna czterokrokowa metoda Rungego-Kutty, h = 1/512

30

15

2(0)=1.0 —— ' ' '
2(0)= 0.0 ——
25 | z(0) =-1.0

20

15

z(x)

-20 | | | |
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Metoda strzelania i metoda Newtona

Ogélny warunek brzegowy ma postac

g(y(0),y(b)) =0 (16)

W metodzie strzelania przyjmujemy, ze yg = c. Oznaczmy przez y(t; c)
rozwigzanie problemu poczgtkowego

dy
y(0) =c

Metoda strzelania sprowadza sie do rozwigzania nastepujgcego rownania
algebraicznego na c:

h(c) = g(c,y(b;c)) =0. (18)
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Rownanie to bedziemy rozwigzywac za pomocg metody Newtona, zadanej
iteracjg:

S ) (@

~1
o C(y)) h (<)) 19)

gdzie ¢(*) oznacza aktualne przyblizenie rozwiazania réwnania (18), na-
tomiast oh /Oc oznacza jakobian.

Oznaczmy formalne argumenty g jako g(u, v), a dalej

h oh
By = oh , By=—| . (20)
ou|. () OV |.(v)
W tych oznaczeniach
oh oy (t; c
O _ By 4B, PO (21)
dc C(V) dc r=0b; (:(V>
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Aby obliczy¢ ostatnig pochodng w (21), rozwazmy zlinearyzowang wersjg
rownania (17/):

dz o (22)
y(0) =c

gdzie A(z) = of/dy.

{dy = f(z,y) ~ q(z) + A(x)y +

Zlinearyzowany problem poczatkowy (22) ma rozwigzanie

y(zic) = Y(z) [c+ / Y—1(2)q(a') do’ (23)
gdzie Y jest rozwigzaniem funde_zmentalnym, spe’rniaja(cym_ rownanie
b = A(2)Y
y dx (24)
Y(0)=1I
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Zatem w najnizszym rzedzie w ¢

oy (t; c)
oc | =p: ¢

= Y (b) (25)

Ostatecznie metoda Newtona rozwigzywania rownania (18) sprowadza sie
do iteracji

crtl) = ) _ (Bo+ B,Y() 1h (C(V)> (26)

Jak widag, iteracja (26) wymaga nie tylko numerycznego rozwigzania row-
nania rozniczkowego (1/) w kazdym kroku, ale takze (na ogét nume-
rycznego) jednorazowego rozwigzania rozniczkowego rownania macierzo-
wego (24). Zazwyczaj jest to bardzo ktopotliwe.

*Metoda Newtona jest metodg liniowg — nie chcemy poprawek wyzszych rzeddw.

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 11-20



Ponadto , podczas gdy sta-
bilnos¢ BVP wymaga istnienia moddw stabilnych przy propagaciji “do tytu”.
Co mozna z tym zrobi¢?
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Metody siatkowe

Szukamy rozwigzania na N+ 1-punktowej siatce (ang. mesh)

xr = I x1=x0+h|xz0=21+h | ... xnNy =0b

Yo=Y(z0) | y1=y(z1) | y2=y(22) | ... |yn =Yy (zN)

Na razie zaktadamy, ze “oczka” siatki sg takie same.

W momencie, w ktérym przystepujemy do rozwigzania, Zadna z wielkosci
yn Nie jest znana.
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Niech F,,(-) oznacza jakgs metode numerycznego catkowania ODE, czyli
przechodzenia z punktu n do punktu n-41; metoda jest ta sama dla
wszystkich punktéw, indeks oznacza tylko, ze w réznych punktach moga
by¢ r6zne argumenty.

BVP na zadanej siatce sprowadza sie do nastepujgcego uktadu rownan
algebraicznych (w ogdlnosci nieliniowych):

yi = Fi(z1:¥0,¥1,--->¥YN)

y2o = Fo(x2;¥0,¥1s---»YN)

(27)
yn = Fn(@nN:Y0,¥Y1r--->YN)

g(yo,yn) =0
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Wybor metody

Jakie metody F warto rozwazac?

e Szukamy rozwigzania we wszystkich punktach jednoczesnie — nie
ma sensu rozwazanie punktéw “wczesniejszych” — nie ma sensu sto-
sowanie metod wielokrokowych — wybieramy metody Rungego-Kutty.

e Skoro / tak trzeba rozwigzywac uktad réwnan algebraicznych, nie ma
powodu, aby preferowa¢ metody jawne — wybdér niejawnych metod

Rungego-Kutty jest naturalny.

e Metody wieloetapowe wymagajg obliczania wielu punktéw posrednich,

co prowadzi do znacznego wzrozu wymiaru uktadu

27

— wybieramy

metody o matej ilosci punktéw posrednich (niskiego rzedu).

e Dla BVP kierunki “do przodu”i “do tytu” sg rownowazne — nie chcemy,
aby przyjeta metoda wyrdzniata ktdérys kierunek — stosujemy metody

symetrycznie traktujgce y, oraz y,, 4 ;.
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Najczescie] stosowanymi metodami spetniajgcymi powyzsze wymagania

sq:
niejawna metoda punktu srodkowego
Yn41 = Yn + hf (zn + 3h, 3(yn + ynt1)) (28)
| niejawna metoda trapezowa
Yn4+1 — ¥Yn + %h (f(xna yn) + f(ili‘n_|_1, Yn—l—l)) (29)
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BVP i niejawna metoda punktu srodkowego

Jesli zastosujemy niejawng metode punktu srodkowego, uktad réwnan (27

przybiera postac:

yi = yo+hf(zo+ 5h, 5(yo+y1)
y2 = yi1+ht(z1+ %h, %(Y1 +y2)

(30)
ynN = yn-1+hf(zy_1+ 5k 3(yno1 +YN))
g(yo,yn) =0

Jezeliy,f,g € R™,

30

stanowi uktad (NN + 1) x m nieliniowych réwnan

algebraicznych. Zauwazmy przy tym, iz poszczegb6lne zmienne “zacze-
piajg” tylko o swoich najblizszych sgsiadow.
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Liniowe BVP z liniowymi warunkami brzegowymi

Jezeli interesujgcy nas BVP ma postac

(d
Y = A(2)y + q(@)
! dx

Boyo+Byyn =Db

(31)

rownanie (30) staje sie uktadem rownarn liniowych, co bardzo utatwia jego

rozwigzywanie.
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Metoda punktu srodkowego i uktad réwnan liniowych

Rozwazam réwnanie

Y =A@y + @) (32)

Niejawna metoda punktu srodkowego w wypadku ogdlnym ma postac

Va4l = yothk (33a)
k = f (x n %h y + %hk) (33b)
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Po zastosowaniu do (32) dostajemy

1 1 1

\ 7 7

~\~ ~~

Antip An+1/2

Nawiasy w A () i q(-) oznaczajg argumenty funkcji.

(H — %hAn—i—1/2> k= A,r1/2Yn + dnt1/2
1 1
k = (H — EhAn—|—1/2> (Apt1/2¥n + dt1/2)
1 1
Yntl1 =Ynt+h <H — EhAn+1/2) (Ayt1/2Yn + dut1/2)
1 1
(H — EhAn-H/z) Yn+1 = (H — EhAn-|—1/2> Yn + hA,L1/2Yn + dpt1/2

1 1
(H —I— EhAn+1/2) Yn — <]I — EhAn_'_l/Q) Y41 = _qn—|—1/2
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Struktura macierzy, ogolny przypadek liniowy

Warunek brzegowy w zapisujemy w postaci

Boyo + Byyn = b (34)

Wowczas macierz uktadu rownan ma postac (dla ustalenia uwagi, y € R?, siatka cztero-
punktowa)

T e e e e (35)

Lewy dolny rég, odpowiadajgcy macierzy Bo,
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Rozseparowane warunki brzegowe

Jezeli warunki brzegowe sg rozseparowane (patrz (2c)), macierz przybiera posta¢

_O.
o o
e o
0 0

e O o o

e O o o

e o
e o
e o
| 0 0

0

0

(36)

Jak widag, dla rozseparowanych warunkow brzegowych, macierz rozwigzywanego uktadu
rownan daje sie, poprzez odpowiednig permutacje macierzy (i wyrazu wolnego), dopro-

wadzi¢ do
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Nieliniowe BVP i pseudolinearyzacja

Przypusémy, ze rozwigzujemy ogdlne, nieliowy BVP z nieliniowymi warun-
kami brzegowymi

fd_y ot
ldz Hey) (37)
&(y(0),y(b)) =0

Zaktadajac, ze znamy jakies przyblizenie rozwiazania, y(*), chcemy je po-
prawié, zaktadajac, ze réznica y(*1t1) — y(*) jest mata. Obliczam
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dv(v+1)
Y = (ay (D) =1 (m yO) 4 yOFD) _ y<ug>
popFekaa
~ g—f yWTD £ (2, y") - o y) (38a)
Y l(2.y®) ) oy (zy®)
Alz) q(z)
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Analogicznie rozwijamy warunek brzegowy:

0=g (y(”+1)(0),y(”+1)(b))

= g (y*2(0) + y“(0) -y (0),y (5) + y" V(1) — y(0))
og og

~g (y0,yV®) - 52| ¥V - 2| ¥y
ou| . ov .
N y Yy
b
0
+ 58| g0y 4 Bl yerne,) (33b)

ou |y OV |y
= =
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Rownania (38) dajg nastepujacy przyblizony, liniowy BVP na kolejne przy-
blizenie:

dy(r+1)

dx
Boy*T1(0) + Byt ) =b (39b)

= A(z)y" D 4 q(z), 0<a<b (39a)

Uwagi:

e Niekiedy, dla przyspieszenia obliczen, jakobiany A(x), Bo, B, oblicza sie co kilka
iteracji (w kazdej iteracji zmienia sie tylko fragmenty q(z), b, niezalezace od jako-
biandw). Pozwala to zastosowac te sama faktoryzacje duzej macierzy ostatecznego
uktadu algebraicznych réwnan liniowych.

e Skad wzig€ pierwsze przyblizenie?
— Zgadnac.

— Z metody strzelania ©.
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