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Nie ma ogolnych metod rozwigzywania

nieliniowych rownan rézniczkowych.
®
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Rdéwnania o zmiennych rozdzielonych

Rownanie postaci (y, p, g € R, zaktadamy, ze spetnione sg zatozenia twier-
dzenia Picarda)

Y = ) (1)
rozwigzujemy jako
/ o = [a(@)de +C 2)

gdzie C jest statg catkowania. Wartos¢ C wyznaczamy z warunkow po-
czatkowych.

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 3-3



Uwaga: Nie zwracamy uwagi, czy zaleznos¢ y(x) mozna wyznaczy¢ z row-
nania (2) w posoéb jawny.

Wszystkie przypadki:

d
d_y —2yr = y(z) = yoe o (3a)
€T

dy 1

@_Qy—e_y

= ¢y’ +e YV=z4+C (3b)

dy \/1—|——smy =:>/ =xz+C (3c)
dx \/1—|— Siny

uznajemy za catkowalne w kwadraturach, mimo ze y(x) jest w (3b) dana
W sposob niejawny, a catka w (3c) jest nieelementarna.
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Przykitad: Rownanie logistyczne

Rozpatrzmy problem Cauchy’ego:

d
d_i =ry(Y —y) (r=const>0,Y = const > 0)
y(0) =90 >0

(4)
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Jest to rownanie o0 zmiennych rozdzielonych.

[ap =]

1 d 1 d
—/—y+—/ Y —rt+cC
Y Y Y/J Y —y

1 1
—Iny — —=In(Y — =rt+C
v -5 ( y) =rt+
Yy
In =Yrt+YC
Y —y Tt
y — CleYT’t
Y —vy
_ YcleYrt _ Y
y= 14+ CeYrt 1+ COe—Yrt
Statg C” wyznaczam z warunku poczgtkowego:
Y —yo
= y(0) = C" =
Yo = y(0) T "
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Ostatecznie
Y

Y—yo_—Yrt
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Catkowanie metoda podstawiania

Niekiedy réwnanie postaci

dy

daje sie sprowadzi¢ do “rozwigzywalnej” postaci metodag podstawiania.
Przykiad

Rozpatruje rownanie

Y = far+by+0) (6)
€T

Przyjmuje z = az + by + ¢ = % = a 4 b2 Wstawiajgc to do (6) dostaje réwnanie

. . dx
0 zmiennych rozdzielonych:

dz
%za—kbf(z). (7)
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Przykiad

Réwnanie
dy 14 xz+siny (8)
dr Cosy
daje sie sprowadzi¢ do prostej postaci po podstawieniu u = x+siny —
du — cosy ¥ + 1. Ostatecznie
du
o= 9
o U (9)
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Rownania jednorodnef’

Roéwnania postaci

5ot

(10)

catkuje sie przez podstawienie y = xz. Wowczas % =z + x%. Podstawiajgc do (10)

dostaje rownanie o zmiennych rozdzielonych
dz _ f(z) —z

dx T

Takze rOwnania postaci

@:f a1z + b1y + c1
dx azx + boy + c2
daje sie sprowadzi¢ do rownania o zmiennych rozdzielonych.

*Nie myli¢ z liniowymi réwnaniami jednorodnymi!

(11)
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Réwnanie Bernoulliego

Z—z + f(x)y = g(x)y" (13)

Jezelin = 0 lubn = 1, rownanie (13) jest liniowe. W przeciwnym wy-
padku uzywam podstawienia

d d d nod
yl_nzzé(l—n)y_n£:i¢£: g 9
dx dx dx l1—n dx
Rownanie (13) przechodzi w rownanie liniowe

(14)

;l_j; + (1 —n)f(z)z = (1 —n)g(x)z. (15)
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Rownanie Riccatiego

d
= a(@)y’ + b(a)y + c(a) (16)
Twierdzenie 1. Jezeli y1 (x) jest rozwigzaniem szczegdlnym rownania Riccatiego, to pod-

stawienie
1
?J:yl(i’?)‘l'; (17)

sprowadza rownanie (16) do rownania liniowego

2+ Ga(@)yi (@) + b))z = —a@). (18)

Dowdd jest prosty i polega na wykonaniu odpowiedniego podstawienia. Jezeli Cv(x) +
d(x) jest catkg ogdlng réwnania (18) (C jest statg dowolng), catkg og6ing réwnania
jest

1

Cy(z) +6(z)

y(r) = y1(z) + (19)
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Rownanie Clairauta

y—x@—f(cdi—z>=0 (20)

gdzie f jest funkcjg rézniczkowalng, rézng od statej. Po zrézniczkowaniu
20) otrzymujemy

d?y , (dy

: “Z1ll =0 21
dz? [x t/ <dw>] (21)
a zatem albo " = 0, albo x+ f’ (v') = 0. W pierwszym z tych wypadkoéw

jako rozwigzanie otrzymujemy rodzing prostych

y = cx + f(c), (22)

drugi, wraz z rownaniem rodziny prostych (22), daje obwiednie tej rodziny;
to rozwigzanie zwane jest catkg osobliwa.
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Przykiad

Rozwigzaniami rownania

y—azy +5y° =0 (23)
sg proste
1
Yy = cx — 502 : (24)
Catka osobliwa musi spetniac
z+ fl(cx+ f(e)) =z —c=0 (25)
Eliminujac c z (24)),(29), otrzymujemy obwiednie
1
y = 5332 : (26)
Kazda prosta (24) jest styczna do tej obwiedni.
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Pewne jedowymiarowe rownania stopnia drugiego...

...wazne ze wzgledu na zastosowania w fizyce:

1.

d2y
102 = f(z) (27a)
Daje sie rozwigzac poprzez dwa catkowania, y = [ ([ f(x) dx) dx +
c1x + co.
d2y
Bl 27b
o=/ (27Db)
2
gi—g =3 d% (g—g) , co prowadzi do réwnania o zmiennych rozdzielo-
nych
dy
. i\/2/f(y)dy+01-
X

A\
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d?y dy
il juia 27¢C
dz? (zr; da:) (2rc)
Podsatwienie g—g = p sprowadza to rownanie do rownania rzedu pierw-
szego
dp
4.
d?y dy
il A 2 27d
dx / <y dx) ( )
Podstawiamy g—g = q(y), skad otrzymujemy réwnanie rzedu pierw-
szego
dq
¢ =fy,q)
Y
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Calki pierwsze rownania rozniczkowego — niezmienniki

Niech dany bedzie problem Cauchy’ego

dy
{dw = f(a,y) 28
y(0) =yo

posiadajgcy jednoznaczne rozwigzanie w pasie 0 < z < Xy, yo,f € R".

Catkg pierwszg — lub niezmiennikiem — rownania (28) nazywam dowolng
funkcje

P(z,y(x)) (29)

ktora jest stata w pasie 0 < = < X, przy czym y(x) jest rozwigzaniem
problemu (28).
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Przykiad

Dany jest problem Cauchy’ego

x (30a)
U 2 (30b)

I
S

|
|
&
S

z warunkami poczatkowymi z(0) = xg, u(0) = ug. Wbwczas funkcja

1 1
H(z,u) = §u2 + §w2x2 (31)
jest catkg ruchu. Istotnie,
H = ui + w2zt = u(—w?z) + w?zu = 0. (32)

Wartos¢ catki ruchu jest zadana przez warunki poczatkowe. Jesli znamy
catke ruchu i warunki poczatkowe, moglibysmy wyeliminowac¢ jedng zmienng
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— obnizy¢ stopien uktadu o jeden. (Gdybysmy znali dwie catki ruchu,
moglibysmy obnizy¢ stopien o dwa itd.) Kontynuujac poprzedni przykiad,
H(x(0),u(0)) = %u% + %wQ:E% = F, a poniewaz wartos¢ H (x,u) musi
by¢ zachowana, dostajemy

u = :I:\/QE — w?z?, (33)

a zatem uktad rownan (30) sprowadza sie do jednego rdwnania

xr = :I:\/QE — w2z, (34)

Dowolnos¢ wyboru znaku w (34) odpowiada temu, ze wyjsciowy uktad row-
nan ma dwa niezalezne rozwigzania.
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Catki ruchu (niezmienniki) pozwalajg obnizy¢ stopien uktadu
rownan. W praktyce numerycznej staramy sie unikac takiego

postepowania.
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Punkty stacjonarne i stabilnos¢

Rozwazmy autonomicznel| réwnanie rézniczkowe

dy _
pn f(y). (35)

Punktem stacjonarnym réwnania (35) nazywam takie y*, ze f(y*) = 0.
Punkt stacjonarny jest rozwigzaniem rownania (39). Czy jest to rozwig-
zanie stabilne? Przyjmijmy y(t) = y* + e(t), |le|| < 1. Wéwczas z
rownania (35) otrzymujemy

d
®— e (36)
dt

gdzie J = gf} gyt Rozwigzanie y = y™* jest stabilne, jesli wszystkie

wartosci witasne macierzy J majg mniejsze od zera czesci rzeczywiste.

To znaczy takie, w ktérym prawa strona nie zalezy jawnie od zmiennej niezalezne;.
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Klasyfikacja punktow stacjonarnych w R2

1)

(2)

-

Y

0

(1) Re A1 < 0, Re A2 < O (ognisko przyciggajace)
(2) Re A1 > 0, Re A\» > 0O (ognisko odpychajgce)
(3) Re A1 > 0, Re A\» < O (siodto)

(4) Red1 = ReX, =0

gdzie A1 > 0znaczajg wartosci wtasne jakobianu J|...
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Lokalna teoria bifurkaciji

Rozwazamy uktad réwnan rézniczkowych

dy
= £(y,7) (37)

gdzie r jest pewnym parametrem. Niech y* bedzie punktem stacjonarnym
tego rownania, ktory moze zaleze¢ od r. Jezeli przy pewnej wartosci pa-
rametru r, jedna (lub wiecej) wartos¢ wtasna jakobianu w punkcie stacjo-
narnym ma zerowg czesc rzeczywistg, zmienia sie stabilnos¢ rozwigzan.
Moéwimy, ze w takim punkcie dochodzi do bifurkaciji.

Najtatwiej przesledzic¢ to na przyktadach jednowymiarowych.
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Bifurkacja punktu siodtowego, bifurkacja styczna

Rozwazamy réwnanie
Y=y (39
dx
e Jezeli r < 0, sg dwa punkty stacjonarne: y* = —/—7 i nie-
stabilny y* = /—r.
e Jezelir = 0O, jest tylko jeden punkt stacjonarny y* = 0, zwany punk-
tem siodtowym.

e Jezeli r > 0, nie ma punktow stacjonarnych.
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Bifurkacja styczna. Diagram bifurkacyjny dla réwnania (38), pokazujgcy
i niestabilne punkty stacjonarne w zaleznosci od parametru kontrolnego, r. Strzafki
pokazujg asymptotyczne zachowanie rozwigzan w poszczegoélnych obszarach.
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Przykiad

Uktad rownan

du = a—u? (39)
dx
dv
— = - 40
- v (40)

wykazuje bifurkacje punktu siodtowego przy przejéciu parametru o przez
zero.
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Bifurkacja transkrytyczna

Rozwazmy réwnanie

d
=y — (41)
dx

Rownanie to ma dwa punkty stacjonarne, y* = 0 oraz y* = r. Jezeli
r < 0, pilerwszy z nich jest , drugi niestabilny. Jezeli » > 0, pierw-
szy z nich jest niestabilny, drugi . Punkty stacjonarne “zamieniajg
sie stabilnoscig” przy przejsciu parametru r przez zero.
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Bifurkacja transkrytyczna. Diagram bifurkacyjny dla réwnania (41)), pokazujacy
i niestabilne punkty stacjonarne w zaleznosci od parametru kontrolnego, r.
Strzatki pokazujg asymptotyczne zachowanie rozwigzan w poszczegdinych obszarach.
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Bifurkacja rozszczepienia (“widelcowa”, pitchfork)

A. Przypadek nadkrytyczny (ang. supercritical):

dy
Yy -y (42)
X
Dla » < O istnieje tylko jeden punkt stacjonarny y* = 0, ktéry jest
Dla » > O ten punkt rozszczepia sie na dwa punkty stacjonarne

y* = £+/r. Punkt y* = 0 nadal jest stacjonarny, ale staje sie niestabilny.

B. Przypadek podkrytyczny (ang. subcritical):

d
Y=y 443 (43)
dx
Dla » < O istniejg trzy punkty stacjonarne: dwa niestabilne y* = ++/—r
oraz y* = 0. Dla » > 0 istnieje tylko jeden punkt stacjonarny

y* = 0, niestabilny.
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Asymptotyczne zachowanie rozwigzan

Rozwazmy problem Cauchy’ego odpowiadajgcy bifurkacji nadkrytyczney:

dy 3
{daz -y (44)
y(0) = yo

Jezeli r < 0, to wszystkie trajektorie dgzg do y* = 0.

Jezeli r > 0, to trajektorie startujace z yo > 0 dazg do y* = —++/r,
trajektorie startujgce z yo < 0 dgzg do y* = —./r. Trajektorie startujgce
z yo = O (punkt stacjonarny!) pozostajg w tym punkcie, ale uciekajg z nie-
go przy dowolnie matym zaburzeniu.
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Bifurkacja nadkrytyczna. Diagram bifurkacyjny dla rownania (42), pokazujacy
i niestabilne punkty stacjonarne w zaleznosci od parametru kontrolnego, r. Strzafki
pokazujg asymptotyczne zachowanie rozwigzan w poszczegoélnych obszarach.
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Ciekawszy jest problem Cauchy’ego odpowiadajgcy bifurkacji podkrytycz-
nej:

dy _ 3
o Y + Y (45)
y(0) = yo

Dla » < 0, trajektorie startujgce z yq takiego, ze |yg| < /—r, dgzg do
y* = 0. Trajektorie z |yg| > +/—7 uciekaja do +oco, w zaleznoéci od znaku
warunku poczgtkowego.

Dla r > 0, trajektorie startujgce z yg 7 0O uciekajg do oo, w zaleznosci
od znaku warunku poczatkowego.

We wszystkich przypadkach trajektorie startujgce z niestabilnych punktow
stacjonarnych, pozostajg na nich.
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Bifurkacja podkrytyczna. Diagram bifurkacyjny dla réwnania (43), pokazujgcy
i niestabilne punkty stacjonarne w zaleznosci od parametru kontrolnego, r. Strzafki
pokazujg asymptotyczne zachowanie rozwigzan w poszczegoélnych obszarach.
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Rownania Newtona

Rownania postaci

x4+ vyr— F(x) =0, (46a)
ktore zawsze mozna przedstawi¢ jako
dU
T = —yx — (@) : (46Db)
dx

opisujg tlumiony (v > 0) ruch w polu sity o potencjale U(x), gdzie sita
tarcia jest proporcjonalna do predkosci, ale przeciwnie skierowana.
Ujemne tarcie (v < 0) odpowiada uktadowi wybuchajgcemu.

Przyktad: Réwnanie & 4~x 423 = 0 opisuje
tlumiony ruch w potencjale U(z) = zz*.
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Wielowymiarowe rownania Newtona

Powyzszy problem mozemy uogdlni¢ na przypadek wielowymiarowy

M + T'x — F(x) = 0 (47)
gdzie M,T' ¢ RVXN x F ¢ RV jezeli
L ] : T
1. Istnieje taka funkcja U(x): RN — R, 2e F = [—ggl, —ggz, . —gc—(]]v}

(“sita to minus gradient potencjatu”);

2. Macierze M, I'" sg symetryczne i dodatnio okreslone.

W takim wypadku réwnanie (47) opisuje fizyczny, ttumiony ruch uktadu
czgstek oddziatujgcych pewnym potencjatem.
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Cykl graniczny

Zastandwmy sie, czy umiemy jakosciowo przeanalizowa¢ asymptotyczne
(t > 1) rozwigzania rownania

d°z dz\ 2 4 dx 3
— 2 (= — 1| — = 0. 48
dt? [ (dt) T ]dt_l_x (48)
Zdefiniujmy
2
vy(x,z) =2 (C;—f) +z4—1. (49)

Rownanie (48) jest rbwnaniem ruchu w potencjale %x“ z “tarciem” v(x, x),
zaleznym od potozenia i predkosci.
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Zauwazmy, ze

e Punkt (:c = 0, fi—f = O) jest punktem stacjonarnym rownania (48).

o Jezeli~v(x,z) > 0, uktad jest ttumiony w strone punktu stacjonarnego.

o Jezeliv(x,x) < 0, uktad wybucha.

e Jezeli x| <« 1 oraz “é—ﬂ < 1, to v(xz,z) < 0i uktad jest odpychany

od punktu stacjonarnego.

o Jezeli |z > 1 lub || > 1, to y(w,4) > O i uklad jest Sciagany
w strone punktu stacjonarnego.
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Jako jedyna interesujgca mozliwos¢ pozostaje

2(%>2+x4—1:o. (50)

Jezeli zachodzi (50), rownanie (48) redukuje sie do

d?x

Rozniczkujgc (50) dostajemy

2 2
024.d:1: da:+4$3.d_x_4dx<dx+w3> (52)

dt  di2 dt ~ dt \ dt2
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Widzimy zatem, ze jezeli zachodzi (50), to albo %* = 0, co zachodzi na
niestabilnym punkcie stacjonarnym, albo spetnione jest rownanie (51)). Po-
niewaz réwnanie to jest zgodne z rownaniem (48) przy zatozeniu (50), wi-
dzimy, ze rownanie (90) jest krzywg catkowg rownania (48). Rozwigzanie
tego typu nazywamy cyklem granicznym. Cykl graniczny opisuje tak na-
prawde dwa rozwigzania, roznigce sie kierunkiem obiegu.
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Stabilnosc¢ cyklu granicznego

Czy znaleziony cykl graniczny jest stabilny? Zatézmy, ze spetnione jest
rownanie (50). Zaburzamy rozwigzanie x(t) — z(t) 4+ (¢), przy czym
zaktadamy, ze |e(t)| < 1. Wstawiamy zaburzone rozwigzanie do wyjscio-
wego rownania (48):

itét |26+ + @+ - 1@ +e)+(x+e)>=0 (53)
5c'—l—é'—|—[2(:i:)2—|—49bé—|—a:4—|-4:1:35—1] (z4+8)+23+323=0

(53b)
Wyrazy wyrdznione kolorami zerujg sie.

E4 4(zé 4 23e) (2 +E)+32° =0 (53c)

E4 4(2)% 4+ 22(42x +3)e =0 (53d)
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Zauwazmy teraz, ze jezeli spetnione jest rbwnanie (50), to x € [—1, 1],

' 1 1
A IV,

] . Wobec tego

4
drx| < 4lz| < —=<3=4zx+3>0, (54)

V2

a wobec tego réwnanie (53d) jakosciowo zachowuje sie jak réwnanie ttu-
mionego oscylatora harmonicznego, a zatem zaburzenie =(t) jest scig-
gane do zera. Oznacza to, ze znaleziony cykl graniczny jest stabilny.
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