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Definicja metody

Poszukujemy rozwigzania problemu zmiennosci pochodnej (prawej strony
standardowego problemu Cauchy’ego) w trakcie wykonywania kroku cat-
kowania. Postulujemy, ze nalezy uzywac¢ pewnej Sredniej pochodnej —
Sredniej wazonej wyliczonej z pochodnych w pewnych punktach posred-
nich:

Yni1 = yn+h Y wk;+OHRPTL), (1a)
=1
k, = f(tn + hay,yn+h Y ﬁijkj> | (1b)
i=1

Réwnania (1) definiujg s-etapowg metode Rungego-Kutty rzedu p. Liczby
w;, o, Bi; sa parametrami metody. y;, k; € RY, f: R x RY — RV,
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Zgodnos$¢ metod RK

Najwazniejszym kryterium, jakie musi spetnia¢ kazda metoda numerycz-
nego catkowania rownan rézniczkowych, jest zgodnos¢ metody — wyma-
ganie, aby metoda odtwrzata wyjsciowy problem Cauchy’ego w granicy
nieskonczenie matych krokéw. Dla metod RK z (1a) mamy

Yn+l —Yn _
lim =% = w; lim k;. (2)
h—0t h z; Zh_>0+ Z

Granicg lewej strony (2) jest oczywiscie dy|  — f(tn,yn). Z (1b) wynika,
dt |p,

ze Iim+ k;, = f(tn,yn), a zatem warunkiem zgodnosci metod RK jest
h—0
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Zapis metod RK w postaci tabeli

Wspotczynniki metody RK zapisuje sie na ogot w postaci tabel

a1 | f11 P12 B1s
ao | Bo1 B22 Bos
Os le 532 Bss

w1 wo Wg
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Jawne i niejawne metody RK

Jezeli macierz B ma niezerowe elementy na i powyzej diagonali, metoda
jest niejawna: do obliczenia pochodnej w punkcie posrednim trzeba znacé
teze pochodng (diagonala) i ewentualnie pochodne w kolejnych punktach
poérednich (wyrazy ponad diagonalg), tak wiec proces obliczania wekto-
row k; staje sie rozwigzywaniem skomplikowanego (na ogét nieliniowego)
uktadu réwnan na te wielkosci. Wymiar tego uktadu wynosi s x N.

Jezeli macierz B ma niezerowe elementy tylko pod diagonalg, metoda
jest jawna: do obliczenia kolejnych k; potrzebna jest wytgcznie znajomosé

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 5-5



Zwigzek pomiedzy liczbg etapow (s) a rzedem metody (p)

Na pierwszy rzut oka moze sie wydawac, ze kazde dodatkowe obliczenie
prawej strony rownania, czyli kazde obliczenie pochodnej w punkcie po-
Srednim, zwieksza rzgd metody o jeden. W rzeczywisto$ci tak nie jest.
Dla metod jawnych zawsze zachodzi p < s; minimalng liczbe etapow po-
trzebych do zrealizowania metody jawnej danego rzedu podaje ponizsza
tabela:

/7 8
9 11

Rzad metody 1 2 3 4|5 6
Minimalna liczba etapéw |1 2 3 4|6 7

Podana wyzej zalezno$¢ uzasadnia szczeg6lng popularnosé jawnych me-
tod czteroetapowych — aby uzyska¢ metode rzedu wyzszego, niz czwarty,
trzeba wyliczy¢ wiecej punktow posrednich, niz wynosi rzgd metody.
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Przyktady metod RK

Metody Eulera, jawna i niejawna, sg, formalnie rzecz biorgc, jednoetapo-
wymi metodami RK rzedu 1. Ich tabelki majg postaé

00 1] 1
1 B (5)

(jawna) (niejawna)
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Jawna metoda punktu srodkowego jest dwuetapowg metodg rzedu dru-
giego

ki = f(zn,yn), (6a)
ky = f(xn+%ha§’n+%hk1)a (6b)
Ynt1 = Yn+hka+O(r3) (60)

0/ 0 O

312 0

0 1
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Niejawna metoda punktiu srodkowego jest jednoetapowg metodg rzedu
drugiego

ki = f(tn+ 5h,yn+ k1), (7a)
yn + hki + O(h3). (7b)

Yn+1

Tabelka dla tej metody ma postac

N
- N[
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Klasyczna metoda czteroetapowa

Najczescie] stosowang metodg RK jest klasyczna metoda czteroetapowa
— wiekszos¢ ludzi uwaza, ze termin “metoda Rungego-Kutty” okresla tylko
te metode ©

ki = f(tn,yn), (8a)
ko = f(tn+ 3h,yn+ 5hki), (8b)
ks = f (tn + Lh,yn + %hkz) , (8¢)
ks = f(tn+ h,yn+ hks), (8d)
Ynt1 = Yn+h (ki + ko + 3ks + gka) + 0 (%) . (8e)
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Tabelka dla klasycznej metody czteroetapowej

0/0 0 0 0
111

11l 00 0
1 1

1o 1 0 o0
10 0 1 0
T 1 1 1
6 3 3 6

Copyright (©) 2009-13 P. F. Géra 5—11



Zasady wyprowadzania wspotczynnikow metod RK

Wspotczynniki metod RK rzedu p otrzymuje sie rozwijajgc obie strony wy-
razenia

Ynt1 — Yn = h > _wik; (9)
i

w szereg potegowy wzgledem h z doktadnoscig do wyrazéw rzedu
O(hPT1) i zadajac rownosci wspotczynnikdéw rozwiniecia. Poniewaz po-
chodne w punktach posrednich, k;, sg wyrazone przez funkcje f (prawag
strone réwnania), zadamy, aby funkcja f byta klasy co najmniej CP—1.

Te zasady sg stuszne dla réwnan skalarnych. Okazuje sie, ze niekiedy, dla uktadéw

rownan otrzymuje sie inne wyrazenia na rzagd metody, niz w przypadku skalarnym. W ni-
niejszym wyktadzie pominiemy to zastrzezenie.
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L ewa strona*

Rozwijajgc lewa strone wyrazenia (9) otrzymujemy

Po1dy| p+1
yn—i—l_ynzzl—l@ h" 4+ O(h ) (10)
Mamy teraz
d
= 1Y) (11a)
d?y  d __Of  dyof _ Of of
2 %f(uy)_a_l_%@—y_a_l_f@—y
0 0
= (&‘Ha_y) f(ty) (11b)
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d3y 0 o\ (9 0

_ Pf 0% | 00%f | Ofdf | (0F\7

d*y 8 8\ (8 o\ (o 9

e (a"‘fa—y) <§+f8_y) (&_I_fa_y)f(t’y)
_ & o3 f > O3f 30°f
= a3 T 3f8t28y +3/ OtOy2 7 9y3

ofo%f | Of 0°f of 0°f of 0% f 20f 0% f

43— +45f~———— 4+ 3f—— =+ 4f——=
Oy Ot2 + ot 8t8y+ f@yatf)y_l_ f@t 8y2+ / Oy Oy?

af (8f\? ar\>
+ 5 (o) +1(5) e
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Prawa strona*

—11 dlk,

p
h w;k: = h W; — !
; o ; Z (lZ:O“ dhl 0]

ht 4+ O(hp))

=14 d'k;
23 (Z Ydnt |,

[=0"" ()

) Pt Loty (12

a zatem musimy obliczy¢ pochodne k; tylko do rzedu p — 1, nie zas p. R6z-
niczkujgc (1b) i korzystajgc z twierdzenia o funkcjach uwiktanych otrzymu-
jemy

dk; f
% — &y 815 (z Bwk'] + hZBZj dh) (13a)
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(13a) nie jest jawnym wyrazeniem na pochodne dk;/dh, ale ukta-

dem réwnan, z ktérego pochodne te mozna wyliczy¢. W wyra-

zeniu tym wszystkie k; oraz pochodne f okreSlone sg w punkcie

(tn + ajh, yn + hZBlmk:m), gdzie indeks [ jest rowny, odpowiednio 7,
m

1. Postepujgc analogicznie otrzymujemy
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Cjzzhlg T (%:) + [dh (?)] (Zﬁ’”k +h25” dh)

af d

aydh (Zﬁz]kj +h26z] dh)
02 f 82f

_ 2

- Yig2 2 ' otdy (Zﬁ”k +hzﬁ”dh)
an ‘

+ (Zﬁwk +hZﬁw dh)

of kj d?k;
‘|' 8y( Zﬁz] dh ‘I' Zﬁz] th) (13b)
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ki ,d (0°f |
dh3 ai% (W) T 20 [dh (Btﬁy)] (Zﬁzjk +hz,8m )
92 d
T N yan (Zﬁwk +hzﬁ” )
5 2
(d (8%f e k| O°f d e i
+ |2 <8—y2>] (Zj:ﬁml@—khzj:ﬁwdh) + 5 (Zj:ﬁwky-thj:ﬁwdh>
" d dk;
+ dh< >]< 2 Piigg T Zﬁ”dhz)
of d dk;
+ 8ydh( 2 Bigy th Zﬁ”diﬂ)
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0 d?k; d3k;
+ a—g (32@7 thJ —I-hZﬁz'j dh3j> (13c)
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Jak juz powiedziano, powyzsze wzory nie dajg jawnych wyrazen na po-
chodne k;, a tylko uktad rownan, z ktérych pochodne te moznaby wyliczyc.
Jednak dla h = O sytuacja znacznie sie upraszcza: potozenie h = 0
usuwa z prawej strony cztony najwyzszego rzedu, wobec czego otrzymu-
jemy jawne wyrazenia na pochodne w zerze. | tak
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ki(0) = f, (14a)

dki|  _ .9f i
|, — o +;B”f8y’ (14b)
d°ki|  _ 0%f f | 205
dn?|, oo T2 oty (;ﬁ”>‘f@2
0 8 0
+ 225@'0‘1 d f+ Zzﬁwﬂjqf( f) : (14c)
j
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d3k;
dh3

) 3
0 f 0 f 2 O°f )
— a? @ + 30%2 Z /82.7 fat28 —+ 3¢ (Z 6@]) 8t8y2 + (; /823> f3a_y3

2 Of O f of 0°f
+ 32 Ao % oyoi T O‘lzﬂw “I ot otoy

0

P 8 of 02
+ 6Zﬁ1.7(0‘%+a])6‘7qf8f8 8f T0 Zﬁsz@q qf(‘?{@];

J J q,r
t 0 Z BiiPia%a 8{ (8_f> +6 Z BijBjiqBar | (8f) (14d)
74,7

Funkcje fijej pochodne nalezy teraz oblicza¢ w punkcie (tn, yn ).
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WarunkKi

Pozostaje nam teraz uzgodni¢ wspotczynniki rozwiniecia (9) w kolejnych
potegach h. Zauwazmy, ze poniewaz metoda ma dziata¢ dla dowolnych f
spetniajgcych podane zatozenia, wspoétczynniki wystepujgce po obu stro-
nach (9) przy pewnej kombinacji f i jej pochodnych musza by¢ sobie
rowne.
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p=1

W najnizszym rzedzie uzgadniamy tylko wspoétczynniki przy wyrazach
rzedu hl. Otrzymujemy

_f — Z wzfa
1" ol &
czyli
S
Z w; — 1, (15)
i=1

co, jak juz wiemy, jest warunkiem zgodnosci metody RK. Wida¢ zatem,
ze kazda zgodna metoda RK, bez wzgledu na to, czy zachodzg jakie$
dodatkowe zwigzki pomiedzy jej wspodtczynnikami, czy nie, jest metodg
rzedu co najmnie] pierwszego.
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p=2

Aby metoda byta rzedu drugiego, zgdamy spetnienia (15) oraz nastepuja-
cych warunkdéw dodatkowych, wynikajgcych z postulatu zgodnosci wspét-
czynnikow przy wyrazach rzedu hZ:

1
> wiey = 5 (16a)
=1
S S
1
w; Y Bij = 5 (16b)
1=1 1=1

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 5-25



Punkt ten wymaga pewnej dyskusji. Odejmujgc stronami (16a), (160
otrzymujemy

> (Oéz'— Zﬁij) w; = 0. (17)
=1

1=1 J

Gdyby w; byty liniowo niezalezne, powyzszy warunek oznaczatby, ze ko-

S
niecznie o; = > B;;. Ale w; nie sg liniowo niezalezne, jako ze wigze
j=1
je warunek zgodnosci (15)! W tej sytuacji (17) narzuca pewne dodatkowe

wiezy na wspotczynniki metody: mozna go potraktowac jako dodatkowy
wiez na wagi w; (tylko s — 2 jest wowczas liniowo niezaleznych), jednak
znacznie wygodniej jest potraktowac to jako warunek znikania wspétczyn-
nikdbw kombinacji liniowej stojgcej po prawej stronie (17) i tak tez uczynimy.
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Mozna tez na to spojrze€ i od innej strony: Zgodnos¢ wyrazdw rozwiniecia
ma zachodzi¢ w kazdym rzedzie niezaleznie, co jest mozliwe tylko, gdy

S
a; = > Bij-
J=1

Wszystkie metody RK rzedu drugiego opisane sg zatem uktadem réwnan

Zauwazmy, iz z
0.

18c

Zwi p— ]_, (183.)
=1
5 1
D wiy = (18Db)
=1 2
S
Zﬁz] = 4. (18c)
j=1

wynika, ze we wszystkich metodach jawnych o =
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p=3

W trzecim rzedzie dostajemy

1

~
I
o

Mm
[

S

Tl
=

O~ WK

(19a)

(19b)

gdzie skorzystaliSmy z (18c) w celu zmniejszenia iloSci niezaleznych réw-

nan. Réwnania te, wraz z rdwnaniami (18a)—

18c

zwigzki liniowe na wspotczynniki o, 3, réwnania

zwigzki kwadratowe.

18a

18c

19a

190

, Opisujg wszystkie me-
tody RK rzedu trzeciego. Widac, ze o ile rbwnania

narzucaty
narzucajg
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p=4

W czwartym rzedzie, po skorzystaniu z (18c), jako nietrywialne réwnania
dostajemy

1
sz‘ag = (20a)
1=1
S S
1
> wiag Y By = g’ (20b)
1=1 1=1
S S 5 B 1
Z Wy Z 6@30{7 — 15’ (20c)
1=1 1=1
S S S
1
Z i Y Bij > Buay = —. (20d)
i=1 j=1 I=1 24

Warto zaznaczy¢, iz po zastosowaniu (18c) niektore z rdwnan na wspot-
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czynniki sg spetnione tozsamosciowo, co stanowi niejako test wewnetrzne;
spdjnosci teorii. Rownania (20a)—(20d), tacznie z rdbwnaniami (19a)—(19b
oraz (18a)—(18c), opisujg wszystkie metody RK rzedu czwartego.

Rownania okreslajgce metody czwartego rzedu narzucajg szescienne
zwigzki pomiedzy wspotczynnikami o, .

Wyrazenia, ktére muszg spetnia¢ wspdétczynniki metod wyzszego rzedu,
wyprowadza sie na tej samej zasadzie co powyzsze, sg one jednak bar-
dziej skomplikowane. W dowolnym rzedzie p réwnania te zawierajg czton

S 1 1
Z wiaf_ = — (21)
i=1 p

| narzucajg zwigzki rzedu p — 1.
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Przyktad: Rzad jawnej metody punktu Srodkowego (6)

N~ O

ONIF O

Sprawdzamy: w1 + wp = 0 4+ 1 = 1 — metoda jest co najmniej rzedu
pierwszego

[ =

’LU]_O!]_""LUQO{Q:O'O—I—].'%

+ |l
RN

Bi1+Br2=0=a1; P21+ P22 =34 0= 3= ar—metoda jest
co najmniej rzedu drugiego

2 o
wloz% -+ wga% =0-0+4+1- (%) = % = % — metoda nie jest rzedu

trzeciego (ani wyzszego).
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Przyktad: Rzad niejawnej metody punktu srodkowego (7))

1
2

- N

w1 = 1 = 1 — metda jest rzedu co najmniej pierwszego

811 = 5 = a1 — metoda jest co najmniej rzedu drugiego

2 o . .
wiag = 1. (%) = 1 # % — metoda nie jest rzedu trzeciego (ani
wyzszego).
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Metody jawne tego samego rzedu i o tej samej liczbie punktow posrednich

Mozna udowodni¢, ze wszystkie jawne s-etapowe metody rzedu p, sa,
w pewnym sensie, rbwnowazne: Wymagajg takiej samej liczby obliczen
prawej strony réwnania, majg taki sam rzad i — dla ustalonych s i p —
majq takie same obszary stabilnosci (patrz nastepny wyktad). Na przyktad
jawna metoda punktu srodkowego i jawna metoda trapezowa sg w tym
sensie rownowazne. Jaki jest wiec sens uzywania obu tych metod?

Metody co prawda sg rownowazne pod wymienionymi wyzej wzgledami,
ale uzyskiwane wyniki sg numerycznie inne. Z rozmaitych powodow jedna
z metod moze by¢ wygodniejsza w uzyciu od innych — najczeséciej chodzi
0 inng obstuge btedéw. Mozliwe sg takze inne powody, dla ktérych ktdras
z metod moze by¢ preferowana wzgledem innych.
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Metoda Gilla

0 0 0 0
1 1
I3 o 0 0
1 2—1 2—+/2
I 252 0 o (22)
1| o Y2 2h2 g
1 2-v3 2443 1
6 6 §) 6

Jest to metoda jawna, tego samego rzedu, co klasyczna metoda cztero-
etapowa (8), o takiej samej ztozonosci obliczeniowej i takim samym obsza-
rze stabilnosci. Co zatem, potencjalnie, przemawia za uzywaniem metody
22)? Okazuje sie, iz metode te mozna zaprogramowac tak, aby “zaosz-
czedzi¢” pamieé przydzielang na jeden wektor posredni.
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Rozpiszmy metode Gilla jawnie:

kl = f1 (CU?% yn) ) (233.)
1 1
ky = f (a:n + Shoyn+ 5hk1) , (23b)

ks = (20t Shyn+ 5 ((VZ-Dki + (2-V2)ko) ) 230)

ka = (20 +hyn+oh(—vZko+ (24V2ks)),  (239)

1 2—12 2 2
Yn+1 — Yn + A (61{1 + 6\/71{2 + +6\/7

ks + ék4> .(23¢)
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Do prawidtowego dziatania algorytmu trzeba, jak sie wydaje, zarezerwo-
wac pamiecC potrzebng do przechowywania wektoréw ki o 3 4. Mozna sig
jednak oby¢ bez zapamietywania jednego z tych wektoréow. Klucz polega
na obserwaciji, iz ostatnie wyrazenie mozna przepisa¢ w ten sposob:

Ynt1 = ¥Yn+ éh (k1 + 2ko 4+ (—V2ko + (2 + V2)ks) + ka) . (24)

W wyrazeniu (24) wystepuje taka sama kombinacja wektoréw, co w wy-
razeniu (23d). Mozemy wobec tego metode Gilla zaprogramowac przy
uzyciu nastepujgcego pseudokodu:
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kl = f (xna yn) ) (253.)

ko = f <acn + %h Vi %hkl) | (25b)
ks = (w0t Shyn+ 5 ((VZ-Dki + (2-V2)ko) ) @50)
ks = —V2ky+ (24+V2)ks, (25d)
ko = kq+ 2k, (25¢)
k, = f (m + hoyn + %hk;g) | (25f)
Yn+1 = Y+ éh (ko + k3 +kj). (259)

W ten sposob nie musimy przydziela¢ osobnej pamieci do zapamietania
k4, jako ze “recyklujemy” pamiec¢ uzytg do zapamietania k1. W czasach,
gdy pamieci (ferrytowe) byty koszmarnie drogie, miato to istotne znaczenie.
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