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Zasady

e zaliczenie ¢wiczen

e egzamin ustny; na egzaminie mozna korzystac¢ z notatek
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Program

1. Zagadnienia wstepne, twierdzenia o istnieniu i jednoznacznosci
2. Rownania liniowe; rownania liniowe o statych wspdtczynnikach

3. Pewne inne réwnania dajgce sie rozwigzac analitycznie, punkty spo-
czynku i ich klasyfikacja, cykle graniczne

4. Jawna i niejawna metoda Eulera; zgodnosc¢ i stabilnos¢; uktady sztywne;
jawna i niejawna metoda punktu sSrodkowego

5. Metody Rungego-Kutty (klasyfikacja; zasady wyprowadzania; metoda
grafowa (Rooted trees); obszary stabilnosci; podwajanie-potowienie
kroku; metody zagniezdzone; pewne metody specjalne)

6. Metody wielokrokowe (klasyfikacja; zasady wyprowadzania; obszary
stabilnosci; zmiana kroku; metody predyktor-korektor)

7. Metody Verleta
Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 1-3




8. Stochastyczne rownania rézniczkowe; rachunek Ito
9. Rownania z opdznionym argumentem
10. Rownania algebraiczno-rézniczkowe; rownania zwyczajne z niezmien-
nikami
11. Dwupunktowe problemy brzegowe (postawienie problemu; twierdze-
nia o istnieniu, metoda strzelania, metody siatkowe)

12. Rdéwnania rdézniczkowe czgstkowe (klasyfikacja, przyktady “réwnan fi-
zyki matematycznej’, charakterystyki, metody rézniczkowe, zarys MES)
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Wstep

Najogolniejszg postacig rownania rozniczkowego zwyczajnego (ODE, Ordinary
Differential Equation) rzedu n jest wyrazenie postaci

gdzie y: R — R lub, niekiedy, y: C — C.
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Jesli pochodna F' po ostatnim argumencie nie znika (przynajmniej lokal-
nie), (1) zapisujemy jako

— = F LyYy —, (2)

dny _ dy dn—ly
dx™ de’  dxn—1)

Trzeba jednak pamietaé, iz transformacja od (1) do (2) moze wymagac
dookreslenia (w tym sensie rownanie (1) moze nie by¢ jednoznaczne).
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Przyktad: Réwnanie

) +y>=1 (3a)

mozna zinterpretowac na jeden z dwu sposobdw:

g = J1-1vy2, (3b)
g = —\/1-y°. (3c)

dy - _ d?

Notacja: y = 7, y = T3
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Przyktad

Rozwazmy réwnanie

(1-y)ij-9°+y=0. (4)
Poza punktem y = 1 nie ma problemu?. Co zrobi¢ dla y = 1? Mozliwe sa
dwa scenariusze:
_ 1 lub

Ktéry wybrac?

*Pozornie!
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Uktady réwnan pierwszego rzedu

Rownanie w postaci (2) na ogot przedstawia sie w postaci uktadu n réwnan
pierwszego rzedu. Najprostsza — co nie oznacza, iz w kazdym wypadku
najlepsza — transformacja od réwnania rzedu n do uktadu n réwnan pierw-
szego rzedu ma postac:

Yyi =Y,
dz  dx 2 422 T da A o
d"y dy -
dan d;:F(x7y17y27"',yn).

Dlatego od tej pory bedziemy sie zajmowac gtownie uktadami rownan rzedu
pierwszego. Uktady te nie muszg mie€ postaci sugerowanej przez trans-
formacije (6), ale widaC, ze takie zainteresowanie nie ogranicza ogolnosci
rozwazan.
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Rozwigzania ogolne i szczegolne

Rozwigzaniem ogolnym réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n
nazywam najbardziej ogolng postac funkcji y : R — R, klasy co najmniej
C™, spetniajgcg rownanie (2). Rozwigzanie to zalezy od n parametrow.

Przyktad: Rozwigzaniem ogdlnym rownania oscylatora harmonicznego

ij = —w?y (7)
jest funkcja
y(t) = Asin(wt + ) . (8)
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Rozwigzaniem szczegolnym réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu
n jest pewien “przypadek szczegolny” rozwigzania ogolnego — taki, w kto-
rym wartosci wszystkich statych dowolnych zostaty ustalone, najczesciej
poprzez podanie warunkow, jakie ma spetniaé rozwigzanie rownania.

Przyktad: Rozwigzaniem szczegdlnym réwnania oscylatora harmonicznego
(7) moze byc¢ funkcja

y(t) = coswt. (9a)

Innym rozwigzaniem szczegolnym tego rownania moze by¢ funkcja

(1) = —Zsin (wt + ?—7;) | (9b)

Obserwacja: Rozwigzaniem szczegblnym uktadu n robwnan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu pierwszego jest krzyway : R — R".
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Numerycznie mozna poszukiwac tylko szczegolnych (nie ogblnych) roz-
wigzan rownan rozniczkowych. Rozwigzanie réwnania rzedu n lub tez,
co rownowazne, uktadu n réwnan rzedu pierwszego, zalezy od n statych
wyznaczanych z warunkow, jakie spetniaC ma poszukiwana funkcja. Jesli
wszystkie te warunki zadane sg w jednym punkcie, czyli dla jednej warto-
sci zmiennej niezaleznej, méwimy, iz dany jest problem poczgtkowy, zwany
inaczej problemem Cauchy’ego.
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Problem Cauchy’ego:

( dy
— = f(x,
< dx () (10)
| y(z0) = Yo

gdziey,ypg € R™, f: R x R™ — R" (czasami zamiast R bierze sig¢ C).
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Twierdzenie Peana

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f jest ciggta w pasie xqg < = < X, to problem
Cauchy’ego (10) ma rozwigzanie w tym pasie.

Tradycyjnie, acz niezgodnie z zasadami polszczyzny, twierdzenie to zwane jest
“twierdzeniem Peano”.
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Uwaga: Twierdzenie Peana nie gwarantuje jednoznacznosci rozwigzan.
Przyktad: Problem Cauchy’ego

{ y = 2,/|y| (11)
y(0) = 0
ma co najmniej dwa rézne rozwigzania:

y1(t) = O, (12a)
oraz

—t2 t<0
t) = ’ 12b
y2(1) { 42 £>0 ( )

(zauwazmy, ze dyo /dt = 2|t|).
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Twierdzenie Picarda

Twierdzenie 2. Jezeli funkcja f jest ciggta w pasie xqg < = < X oraz
spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu na drugg zmienng:

dL >0Vz: zo <z <X, Vy1,y2: ||f(z,y1)—f(z,y2)|| < L|ly1—y2l

to problem Cauchy’ego (10) ma w tym pasie rozwigzanie i jest ono jedno-
znaczne.

Metody numeryczne w zasadzie ograniczajg sie do przypadkow
spetniajgcych zatozenia twierdzenia Picarda.
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Twierdzenie o ciagtej zaleznosci rozwigzania od warunkéw poczatkowych

Twierdzenie 3. Niech funkcja f bedzie rozniczkowalna w sposob ciggty
w pewnym otoczeniu punktu (xq,yg) € R x R™. Wowczas istnieje takie
otoczenie

U C R punktu xq i takie otoczenie S C R", yg € S, w ktorym problem
Cauchy’ego dy /dx = f(x,y), y(Z) = y ma rozwigzanie dla wszystkich
x € U,y € S§. Rozwigzanie to zalezy przy tym od punktu poczgtkowego
(Z,y) w sposob ciggly.
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Najczesciej rozwigzywany problem Cauchy’ego

dy

i — \

dt Y (13)
y(0) =y

Rozwigzaniem jest y = ygexp(\t).
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Uktad réwnan liniowych o statych wspoétczynnikach

Niech y,yg € C™ i niech A € C"*" bedzie diagonalizowalng macie-
rzg o statych wspoédtczynnikach. Rozwazam n-wymiarowy problem Cau-
chy’ego:

dy

A

de (14)
y(0) = yo

A jest diagonalizowalna, to znaczy istnieje taka nieosobliwa macierz X,
ze XAX 1 = Agjag = diag{A1,A2,..., An}. Problem Cauchy’ego (14
mozna wobec tego przeksztatci¢ do postaci
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¥
8

~ (15)

czyli
(16)

gdzie z = Xy, zg = Xy. Taka transformacje nazywa sie sprowadzeniem
uktadu rownan do postaci normalnej. Jezeli zadna z wartosci wiasnych
nie jest zdegenerowana, rownania w postaci normalnej sg niezalezne —
problem Cauchy’ego rozpada sie na n niezaleznych problemow:

dzk )\
de ~ FK (17)
2(0) = 20k
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Wobec tego i wobec (13), z;(z) = zg 1 €Xxp Az, natomiast y; jest kom-
binacjg liniowg takich eksponent. Rozwigzanie problemu Cauchy’ego (14
sprowadza sie do diagonalizacji macierzy A.

Formalne rozwigzanie problemu (14) ma postac

y =exp (Az)yo. (18)
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Funkcja wyktadnicza macierzy

Niech A € CV*N bedzie stata, diagonalizowalng macierza;

A = X~ ldiag{)\;}X. (19)
exp(At) = Z A” = i i(X—ldia A3X) "t
= = - a{\;
n=0"" n=0
Z X Ldiag{)\;} X X~ 1dlag{>\ 31X .- X tdiag{)\;}X
n=0" n razy
O
= X1 (Z dlag{A”}) X =X~ 1d|ag{ }X (20)
n=0"
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Jednorodne rownanie liniowe

Jednorodnym rownaniem liniowym rzedu n nazywam réwnanie

dn—ly dn—2y
dx”_l_kan_z(x)dw”_z

d"y dy
an(z)——~+an_1(x) +:---4ai(z)—~+ag(x)y =0

dx™ dx

(21)

gdzie an(z) #= O w pewnym pasie 0 < z < X. Bez straty ogdélnosci
mozemy przyjac, ze an(x) = 1. Rownania takie odgrywajg wazng role w
wielu dziatach matematyki stosowane,.
Twierdzenie 4. Jezeli y1(x) i yo(x) sg rozwigzaniami rownania (21)), to

takze kazda kombinacja liniowa oy (x) + By (x) jest jego rozwigzaniem.
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Rownanie (21) mozemy zapisac jako

L(z)y =0 (22)

gdzie

dn dn—1 d
L(x) = an(e), - +ay_1() 5+ +a1(@) +aglz) (23)
jest operatorem liniowym w pewnej przestrzeni funkcyjnej (takiej, aby wszyst-

kie rézniczkowania byty dobrze okreélone). Widzimy, ze wszystkie liniowo
niezalezne rozwigzania (21)) rozpinajg jgdro (ang. kernel) operatora (23).

Istnieg metody znajdywania analitycznych rozwigzan pewnych typéw row-
nan rézniczkowych liniowych o nie-statych wspétczynnikach.
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Réwnanie liniowe rzedu »n o statych wspoétczynnikach

Jezeli w rébwnaniu (21) wszystkie wspotczynniki sg state, a;(x) = const,
otrzymuje jednorodne réwnanie liniowe o statych wspoétczynnikach:

dny dn—l dn—2
+an den >

+. +a1—+aoy =0 (24)

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 1-25



Wiadomo, ze réwnanie takie mozna zastgpi¢ przez pewien uktad réwnan
pierwszego rzedu. Za pomoca transformac;ji (6) otrzymujemy

(dy

d—; +ap—1yn + ap—2Yn—1 + an—3yp—2 + -+ ajys2 +agyy =0

n = dyn—1

n =
d

4 . C%yn—Q

Yn—1 — A

gy = W1

\ 2 dZU

(29)
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W zapisie macierzowym

Yn —Aap—1 —0p—-2 —ap-3 ... —Ad1 —ag Yn
Yn—1 1 0 0 0 0 Yn—1
d | yp—2 | _ 0 1 0 0 0 Yn—2
dy | 0 0 1 ... 0 O =
Yo Yo

Y1 O 0 0 . 1 0 Il v

-~

macierz nxn

(26)

W ten sposdb rownanie (24) sprowadzilismy do postaci (14). Wiemy juz,
ze trzeba znalez¢ wartosci wtasne macierzy wystepujacej w (26).
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Obliczam korzystajgc z rozwiniecia Laplace’a wzgledem pierwszej kolumny:

[ —an-1— A —an-2 —an-3 —a1 —ag |
1 —A 0 0 0
0 1 —A 0 0 _
det 0 0 1 o o |=
_ : - - T
[ -\ 0 0] 0 ] —Qp—2 —Qp—3 —a1 —ag |
1 =\ 0 O 1 —A 0 0
(—an—1—X)det | 0 1 0 0 | 4+ (—1)3det 0 1 0 0
_ PO SR | - - SR |
W
= (—=1D)"(an-1+ DN —W>
= (—=1D)"(an_1 + DN+ (=1)" 20, A" 2+ W5 =... (27)
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Ostatecznie stwierdzamy, ze warto$ci wtasne sg pierwiastkami rownania

N4 a, (A" T da, SN2 4 - 4adA+ag=0 (28)

Prosze to poréwnac¢ z rownaniem (24)!

Jezeli wszystkie pierwiastki réownania (28) sg jednokrotne, rozwigzanie
ogdlne réwnania (24) jest kombinacjg liniowg wyrazen exp(Aix), gdzie
A, Sg pierwiastkami rownania (28). Jezeli wystepuje dwukrotny pierwia-
stek, powiedzmy \s, w rozwigzaniu pojawiajg sie cztony exp(Asx) oraz
x - exp Asx. Dla pierwiastka trojkrotnego — exp(Asx), = - exp Asz oraz
2 . exp \sx etc.
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Poniewaz wspolczynniki a;, sg rzeczywiste, wszystkie pierwiastki A\, sg
albo rzeczywiste, albo wystepujg w parach sprzezonych. Oznacza to, ze
otrzymane rozwigzanie jest zawsze rzeczywiste, gdyz state mozna dobrac
tak, ze wszystkie zespolone funkcje wyktadnicze zostang zastgpione przez
kombinacje liniowe funkcji sinus i kosinus.
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Uktad réwnan liniowych

Rozwazmy problem Cauchy’ego zawierajgcy uktad réwnan liniowych pierw-
szego rzedu:

dy
{dw = A@)y + () 29
y(0) = yo

gdziey,yg € R", A € R"*"™ niekoniecznie jest macierzg statg. Z uktadem
tym zwigzany jest nastepujacy jednorodny problem macierzowy

dY
{d:z; = Al@)Y (30)
Y(0) =1

Y € R™ ™ zwane jest rozwigzaniem fundamentalnym réwnnia (29).
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Jezeli macierz Y (x) jest odwracalna w pasie 0 < =z < X, rozwigzanie

niejednorodnego rownania

x =Y (x)

29) dane jest w tym pasie przez

yo+ [ Y7l(@)a(e) do’
o)

(31)
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Niejednorodny ukiad réwnan liniowych, pierwszego rzedu,
o statych wspotczynnikach

Niech y,g(t) € CV, A € CVN*N_ Rozwazam réwnanie

dy
i Ay + g(t) (32)
Jego rozwigzaniem jest
t
y(t) = exp(At)yo + [ exp (A(L- 1)) gtha',  (33)
0]

gdzie yq jest statym wektorem (warunki poczatkowe).
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Niejednorodne rownanie liniowe o statych wspotczynnikach

Niejednorodnym réwnaniem liniowym rzedu n o statych wspdtczynnikach
nazywam

dny dn—ly dn—Qy
1 + an—1 + an—den_Q

dy
dax™ dxn—1 Tt al% + apy = f(z) (34)

Twierdzenie 5. Rozwigzanie ogolne rownania (34) jest sumg rozwigzania

0golnego rownania jednorodnego i dowolnego rozwigzania szczegolnego
rownania niefednorodnego.
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Uzmienianie stalej

Rownania jednorodne juz rozwigzywacé umiemy. Wystarczy wiec znalez¢
dowolne rozwigzanie rownania niejednorodnego. Dla “przyjaznych” pra-
wych stron daje sie to zrobi¢ metodg uzmienniania statej. Jezeli C-exp(Ax)
jest jakims rozwigzaniem rownania jednorodnego odpowidajgcego (34),
rozwigzania szczegotowego poszukujemy w postaci

y = C(x) - -exp(Ar) (35a)
Wowczas
d dC
9y _ o¥ exp(Ax) + Ay(x), (35b)
5 . dx dx
dcy _ d°C dC 5
o Sl exp(Ax) + 2% exp Ar + \y(x),... (35¢)

Wyrazenia (35) wstawiamy do réwnania (34). Po uporzgdkowaniu wyra-
z6w otrzymujemy réwnanie rézniczkowe na C'(x), prostsze od réwnania
wyjsciowego.
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Przykiad

Rozpatruje rownanie

Y=+ (@) (36)

Rozwigzania szukam w postaci C'(x) - exp(Az). Otrzymuje

dC
——eM 4+ Ay = Ay + f(x)
dx
9 fe)e 37)
dx
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