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Problem Cauchy’ego

dy
— = f(x
) . (z,y) 1)

y(zo) = Yo

to przepis na to jak uzyskac¢ rozwigzanie po infinitezymalnie matym kroku cza-
sowym.
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Metody numeryczne

2\ 2

zamiana problemu ciggtego na dyskretny

xo, t1 =29+ h, xo =21+ h, ..., T =2Hh_1 + h, ...
yo=Yy(z0), y1 =y(z1), y2=y(22), ..., yn =y(zn), ...

h — krok czasowy (niekiedy moze sie zmieniac, ale o tym pdzniej)
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Metody jawne (explicit)

Metoda jawna to przepis rachunkowy pozwalajgcy wyliczy¢ warto$¢ poszuki-
wanej funkcji y(x) w punkcie z,, 41 na podstawie znajomosci wartosci funkciji
(a takze prawej strony rownania) w punktach =, x,,_1,z,_2,....

Przyktad: Metoda

2
gdzie f;, = f(x.,y:) (f oznacza prawg strone réwnania rézniczkowego w pro-
blemie (1)), jest jawna.

3 1
Yn+1 ZYn‘I'h(—fn_E n—l) 3 (2)

Uwaga! Jezeli w jakiej$ metodzie, jawnej lub niejawnej (patrz nizej), zachodzi koniecznosé
uzycia prawej strony rownania obliczanej we wczesniejszych punktach (f,,_1,f,_2,...), na ogot
nie nalezy ich za kazdym razem oblicza¢ na nowo — numerycznie szybciej jest je zapamietac.
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Metody niejawne (implicit)

Metoda niejawna to réwnanie algebraiczne (w ogdlnosci wielowymiarowe rowna-
nie algebraiczne), jakie musi spetniaC poszukiwana wartosC y,,+1. “Wyliczenie”
tej wartosci polega na numerycznym rozwigzaniu odpowiedniego réwnania al-

gebraicznego.

Przyktad: Metoda

1 1
a1+ Efn) | (3)

jest niejawna, gdyz poszukiwana wielkosSC y,, 1 1 jest potrzebna do obliczenia f,, ;.

yn+1=yn+h<
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Przykiadu ciag dalszy

Dane jest (skalarne) réwnanie rézniczkowe

dy Yy—x
dx y< + x

Zastosowanie metody niejawnej (3) do rownania (4) prowadzi do nastepujgcego
rownania algebraicznego na nieznang wielkosc y,, 4 1

1 —x —x
Ynt1 = Yo+ 5 k- | pEonEL L ) (5)
Ypt1 T Tnt1l  Yn +Tn
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Zgodnos¢

Od kazdej metody numerycznego catkowania réwnan rézniczkowych wymaga
sie, aby byta zgodna z wyj$ciowym réwnaniem, to jest aby odtwarzata je w gra-
nicy nieskonczenie matych krokow.

Przyktad: Przeksztatcajgc wyrazenie (2) otrzymujemy

3 1
Ynt+1=Yn+h (ifn ~5 n—l) (6a)
n > n > n—1 ( )
y(zn + h) —y(zn) _ 3 1

; = 5f(:cn, y(xn)) — Ef(ﬂﬁn —h,y(zn — h)) (6¢)
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dazy do pochodne; fl% . natomiast oba

argumenty po prawej stronie dgzg do (xn, y(xrn)). Ostatecznie otrzymujemy

W granicy h — O lewa strona (6¢

N—"

dy
dx
co jest zgodne z rownaniem ().

= f(zn,y(zn)), (6d)

T=xn

Analogicznie mozna wykaza¢ zgodno$¢é metody (3). Natomiast “metoda”

3 1
Yn+1 — yn + h <§fn - g n—l) 3

nie jest zgodna z rownaniem (/1)).
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Rzad metody

Podczas numerycznego rozwigzywania rownan rézniczkowych popetnia sie dwa
rodzaje nieuniknionych btedéw numerycznych:

e btagd metody, wynikajgcy z zastgpienia Scistego problemu ciggtego proble-
mem dyskretnym oraz

e biad zaokraglenia, wynikajgcy z faktu, iz obliczenia prowadzone sg ze skon-
czong doktadnoscia.
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Uzyskane rozwigzanie numeryczne jest tylko przyblizeniem rozwigzania doktad-
nego. Niech y, = y(xz,) bedzie uzyskanym rozwigzaniem przyblizonym, na-
tomiast ¥ (a1, ) niech bedzie (nieznanym, ale istniejgcym) rozwigzaniem doktad-
nym. Zgodno$¢ metody oznacza, ze w granicy }Iblno yn = y(xn), a wobec tego

spodziewamy sie, ze dla matych h zachodzi

lyn — ¥(xn)|| ~ O(hp+1) (7)
Liczbe p nazywamy rzedem metody. Ogdlng posta¢ metody rzedu p zapisuje sie
najczesciej jako

Vot1 = GW, Yng1,Yn, Yn1,---) + O(hPTL) (8)
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Stabilnos¢

Na skutek popetnianych bteddéw, warunek poczgtkowy w problemie Cauchy’ego
ulega w kazdym kroku ,rozmyciu”:

<
~
8
o
—
|

f(z,y)

YO

_><

f(z,y)

yi1+e1

_><

4 dy

o= f

. (z,y)
y(z2) = yoteo

(9)

Gdyby ten ,btad rozmycia” mégt propagowac sie z kroku na krok, rozwigzanie nu-
meryczne szybko mogtoby przesta¢ mie¢ cokolwiek wspdlnego z rozwigzaniem
wyjSciowego problemu Cauchy’ego: aby metoda byta stabilna, btedy popetniane
w kolejnych krokach nie mogg narastac z kroku na krok.
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Zaktadamy, ze btedy sg niewielkie, ||en|| < 1, mozemy sie wiec ograniczyC do
przyblizenia liniowego. W tym przyblizeniu

En+1 = Gen . (10)

Btedy nie bedg narastac z kroku na krok, jesli wszystkie wartosci wtasne macie-
rzy G bedg spetniaé |v| < 1. Macierz G nazywamy macierzg wzmocnienia.
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Przyktad: Dla jednokrokowej metody jawnej

Yn4+1 Tt €nt1 = F(h; xn,yn + €n) ~

oF
O ly=yu
W powyzszym wyrazeniu 9F /0y oznacza rozniczkowanie wszystkich sktado-
wych F po wszystkich sktadowych y, czyli obliczanie jakobianu: Dla jednokro-
kowej metody jawnej
__OF

G = E(h; Ty Vi) . (12)

Jezeli jakas metoda w ogdle moze by¢ stabilna dla danego réwnania, wymog
stabilnosci oznacza na ogét wziecie odpowiednio matego kroku h. Zgodnie
z wyrazeniem (12)), krok czasowy, ktéry w pewnym punkcie zapewnia stabilnosé,
moze go nie zapewnia¢ w innym.
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Jawna metoda Eulera

Problem Cauchy’ego to przepis na to jak uzyskac rozwigzanie po infinitezy-
malnie matym kroku czasowym. Sprébujmy zastosowac ten przepis dla krokdéw
matych, ale o skonczonej dtugosci. W tym celu dokonajmy rozwiniecia Taylora:

dy
Yn+1 — Y(xn—l—l) =y(xn+h) 2 y(zn) + I h + O(h2) , (13)
X T=Tn,Y=Yn
a zatem

Ynt1 = ¥Yn + hf(zn,yn) + O(h?). (14)

Metoda ta, zwana jawng metodg Eulera, jest najpopularniejszg (i jedng z najgor-
szych) metodg uzywanych do numerycznego catkowania rownan rozniczkowych
zwyczajnych.
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Inne wyprowadzenie metody Eulera:

(pozornie inne)

y(@n+h) = yn+ / Yo =y + / f(2,y(2))dz

Tn+h
~yut [ (E@nyn) +O0(h) dz = yn+ ht(za,yn) + O . (15)
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Interpretacja geometryczna jawnej metody Eulera

(przypadek jednowymiarowy)
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Przyktad zastosowania jawnej metody Eulera

1.00 . . . . . : T
e +X-
dy/dx = -y + x h=1/16 —>x—
0)=1 h=1/8 ——
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Stabilnos¢ jawnej metody Eulera

Yn+1 + End+1 = ¥Yn +en+ hf(zn,yn + €n)
~ yn + en+ hf(zn,yn) + hJI(xn,yn)en (16)

a zatem macierz wzmocnienia ma postaé

gdzie J(xp,yn) = Of /8y\m:mmy:y” jest jakobianem prawej strony réwnania
po drugiej zmiennej. I jest macierzg jednostkowa.
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Obserwacija:
Dla réwnania liniowego

W _ Ay, (18)
dx

gdzie A € R™*™ macierzg wzmocnienia w jawnej metodzie Eulera jest

G=T+hA. (19)

Macierz A moze, w 0gdlnosci, zaleze€ od zmiennej niezaleznej, A = A(x).
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Niejawna metoda Eulera

Przy wyprowadzaniu jawnej metody Eulera rozwijalismy poszukiwang funkcje
w szereg Taylora wokot lewego kranca przedziatu. Nic jednak nie szkodzi doko-
na¢ rozwiniecia wokot prawego kranca:

dy
yn =y(@n) =y(@pt1 —h) 2 y(@pi1) — h+ O(h?),
AT \z=t,41,y=Yn+1
(20)
a zatem
Yot1 =¥Yn+hf(@n11,yne1) + O(h?). (21)
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W wyrazeniu

21

nieznana wielkoSC y,,+ 1 wystepuje po obu stronach — jest to

zatem rownanie algebraiczne, jakie spetnia¢ ma numeryczna wartos¢ poszuki-
wanego rozwigzania.

Zauwazmy, ze obie metody Eulera, jawna i niejawna, sg tego samego rzedu.

Istotnie,

Ynt1 =Yn+hf(zpi1,Yni1) + O(R?)

= yn+hf(@n+h,yn+ hf(@,11,Yne1)) + O(R?)
~yn+h (

f(CUn,}’n) ‘|‘ g—f h‘l‘ g—f hf() ‘|‘O(h2)> +O(h2)
Ty . Y.
= yn + hf(zn,yn) + O(h?). (22)
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Interpretacja geometryczna niejawnej metody Eulera
(przypadek jednowymiarowy)

Yo

N yguess

T N ¥
LE Ytarget

yexpl B
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Przyktad zastosowania niejawnej metody Eulera
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Stabilnos¢ niejawnej metody Eulera

Dla metody niejawnej (21) otrzymujemy

Ynt1l+ Ent1 =Yn+en+hf(x41, Y41 +Ent1)
~ Vn+€en+ hf(mn—l—la Yn—l-l) + hJ(:I}n_|_1, yn—l—l)en—l—l ) (23)

a zatem
—1
G=(1-hJ(Tpt1,Ynt1)) - (24)
J, Jak poprzednio, jest jakobianem f po drugiej zmiennej, ale obliczanym w innym
punkcie. Obserwacja: Dla réwnania liniowego (18) macierz wzmocnienia ma
postac

G={-hA)"1. (25)

Copyright (©) 2009-13 P. F. Géra 4-24



Przykiad:
Rozpatrzmy nastepujacy problem Cauchy’ego:

(d[w] _ [ 1012 2012 ][ u
de | v o —1013 —2013 v |’
26
1 w0 = 1, (26)
\ v(0) = 0.
Analityczne rozwigzanie tego problemu ma postac
u(x) = %e_‘%—%e_looox, (27a)
999 999
v(z) = %e_‘%—%e_looox. (27b)
099 999
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Rozwigzanie (2/) ma dwie charakterystyczne skale czasowe: 77 = 11 1o =
1/1000 <« T7. Ta druga skala czasowa nie gra, poza poczgtkowym okresem,
zadnej istotnej roli w rozwigzaniu, spodziewamy sie wiec, ze mozna na nig nie
zwracaC uwagi w rozwigzaniu numerycznym. Nic bardzie] btednego! Spré-
bujmy rozwigza¢ problem (26) przy pomocy jawnej metody Eulera z krokiem
h = 1/256. Wyniki przedstawia tabela

jawna met. Eulera, h = -

0 1.00000000
1/128 4.78867912
2/128 -5.74808168
3/128 23.44808960
4/128 -57.55829240
5/128 167.09159900
6/128 -456.02206400
7/128 1272.20862000
8/128 -3521.21387000
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oraz wykres. ..

30 T T T

jaV\I/na metoolla Eulera,I h=1/256 JE—
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230 t i
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Skad bierze sie taki wynik? Zauwazmy, ze g—g —o = 1012, a zatem dla ma-

tych wartosci argumentu szukana funkcja narasta bardzo szybko, jednak, jak sie
okazuje, wybrany krok czasowy jest wiekszy niz charakterystyczna skala tego
narastania — przyblizenie numeryczne ,przestrzeliwuje”, w nastepnym kroku
stara sie ten btad ,skompensowac” i w rezultacie rozwigzanie rozbiega sie oscy-
lacyjnie. Rozwigzanie jawng metoda Eulera z krokiem dwa razy mniejszym,
h = 1/512, takze wykazuje silne oscylacje dla matych wartosci argumentu,
ale oscylacje te sg ttumione. Jednoczesnie jawna metoda Eulera z krokiem
h = 1/2048 oraz niejawna metoda Eulera z krokiem h = 1/256 nie oscy-
lujg i mimo poczatkowych odchylehn od rozwigzania doktadnego, zbiegajg sie do
niego bardzo szybko.
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Zjawiska te mozna wyjasni¢ w oparciu o teorie stabilnosci. Wartosci wiasne
macierzy z problemu (26) wynoszg A\ = —1, A\» = —1000. Wobec tego
wartosci wtasne macierzy wzmocnienia (19) wynoszg 1 = 1 — h, 7o = 1 —
1000h.

P

Z warunku |v1 2| < 1 wynika, iz dla zapewnienia stabilnosci rozwazama pro-
blemu (26) w jawnej metodzie Eulera musi zachodzi¢ 0 < h < 500 Uktad typu
26), w ktorym wystepuje kilka wyraznie roznych skal czasowych i jawna metoda
numeryczna w celu zapewnienia stabilnosci musi sie dostosowac do najszybsze;
z nich, mimo iz jest ona praktycznie nieobecna w rozwigzaniu, nazywa sie pro-
blemem sztywnym.

Wartosci wlasne macierzy wzmocnienia (25) w metodzie niejawnej wynoszg
v1 = (1 4+ k)7L v = (1 + 1000R)~ 1, a zatem VYh > O metoda jest sta-
bilna. Metody takie nazywamy A—stabilnymi.
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Problem: Zmiana pochodnej na przestrzeni kroku catkowania

Wrocmy do wyjsciowego problemu Cauchyego (1). Metody Eulera, jawna i nie-
jawna, ignorujg fakt, iz prawa strona (pochodna poszukiwanej funkcji) zmienia
sie w trakcie wykonywania kroku catkowania. Spodziewamy sig, ze pewna ,$red-
nia” pochodna bedzie lepiej opisywac¢ zmiany funkcji na catym przedziale o dtu-
gosci réwnej dtugosci kroku catkowania.

Wobec tego jako “Srednig” pochodng przyjmijmy pochodng w srodkowym pun-
kcie przedziatu. Ale jak znalez¢ wartos¢ szukanej funkcji w tym srodkowym pun-
kcie? Najproscigj jest znalez¢ jg korzystajac z jawnej metody Eulera z krokiem
potdwkowym, nastepnie zas obliczong w punkcie srodkowym pochodng ,przeno-
simy” do lewego kranca przedziatu i wykonujemy caty krok o dtugosci h. Zatem
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Jawna metoda punktu srodkowego

ki = f(zn,yn), (28a)
ky = f(xn+g,yn+gk1), (28b)
Yni1 = Yn+ hkg+ O(h). (28c)

Dlaczego rzad tej metody réwna sie 2 (odrzucone wyrazy sa rzedu O(h211)),
dowiemy sie pdzniej. Podobnie pozniej, w szerszym kontekscie, przeanalizu-
jemy stabilnos¢ tej metody.
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Interpretacja geometryczna jawnej metody punktu srodkowego

Yo

Y12

Y1

yEuIer - 77777777777777777777777777777777777 N
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Przyktad zastosowania jawnej metody punktu srodkowego

100 T T T T T T
dy/dx = -y + X
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2 +x-1
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Niejawna metoda punktu srodkowego

Metoda punktu srodkowego oczywiscie ma takze swéj wariant niejawny. W jaw-
nej metodzie punktu Srodkowego konstruujemy punkt srodkowy; w metodzie nie-
jawnej poszukujemy punktu o tej wtasnosci, ze jezeli cofniemy sie w kierunku
wyznaczonym przez pochodng funkcji w tym punkcie, trafimy na lewy kraniec
przedziatu. Innymi stowy, kierunek od punktu w lewym krancu przedziatu do
poszukiwanego punktu srodkowego musi pokrywac sie z kierunkiem pochodnej
w punkcie srodkowym:

h h
ko — f <a:n + 2, yn+ 5kQ) | (29a)
Yni1 = Yn+ hko+ O(h3). (29b)

Zauwazmy, ze metoda (29) formalnie wymaga tylko jednego obliczenia prawej
strony réwnania rézniczkowego, a mimo to jest metodg rzedu drugiego. Tego,
ze tak jest, dowiedziemy poznie;.
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Interpretacja geometryczna niejawnej metody punktu srodkowego

yO T T

yl/2 T i T

Wl Y ]

Copyright (©) 2009-13 P. F. Géra 4-36



Jawna metoda trapezowa

Jest szereg innych sposobdéw usredniania zmian pochodnej na dtugosci kroku catkowania. Me-
toda rownie dobrg, co metoda punktu srodkowego, jest metoda oparta na nastepujgcym sche-
macie:

1. oblicz pochodng w lewym krancu przedziatu

2. idz z krokiem Eulera do prawego kranca przedziatu,

3. oblicz pochodng w osiggnietym punkcie na prawym krancu przedziatu,

4. przejdz jeszcze raz caty przedziat w kierunku danym przez srednig z obu obliczonych po-

chodnych
czyli
kl — f(xna yn) 9 (303)
k2 = f(CCn + h, Yn —|— hkl) , (30b)
k k
Vil = yn+h— T X2 + O(h3). (30c)

Metoda ta bierze swojg nazwe od metody trapezowej catkowania funkcji, opartej na podobnym
schemacie. Inng nazwa tej metody jest metoda Heuna.
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Interpretacja geometryczna metody trapezowej

Yo

Y1

YEuler [
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Niejawna metoda trapezowa

W jawnej metodzie trapezowej “Srednig” pochodng jest Srednia arytmetyczna pochodnej w le-
wym krancu przedziatu i w eulerowskim przyblizeniu pochodnej w prawym krancu przedziatu.
W niejawnej metodzie trapezowej, zamiast przyblizenia eulerowskiego biore poszukiwany punkt,
otrzymujac

f nyJon f n AL
(Tn, yn) + 2(56 +1,Yn+1) (31)
Zauwazmy, ze metode te mozna w sposob rownowazny zapisaé w postaci

Ynt+l1 =Yn+ h

ki = f(xn,yn), (32a)
ko = f(zn+h,yn+5hki+3hko) (32b)
Ynt1 = Yn+3zh(ki+ko). (32c)

Réwnanie (32b) pokazuje niejawny charakter metody (31). Nb, metoda ta byta uprzednio wpro-
wadzona jako mtoda (3).
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Metody predyktor-korektor

Metody niejawne sg kosztowne w uzyciu, wymagajg bowiem rozwigzywania u-
ktadu rownan algebraicznych, na ogdét nieliniowego, w kazdym kroku iteraciji.
Czasami “utatwiamy” sobie zycie, zastepujgc rozwigzanie Sciste rozwigzaniem
samouzgodnionym (self-consistent). PodejScie to prowadzi do catej klasy me-
tod, znanych jako metody predyktor-korektor. Jeéli F jest pewng metodg jawna,
g pewng metodg niejawng tego samego rzedu, obliczamy

predyktor: yﬁr_‘ﬁdl'd = F(h Tn,Yn, Yi_1s---), (33a)
korektor: ySorrect = g(h;xn,ygr_le_?d,yn,yn_l,...). (33b)

Krok korektora mozemy iterowac.
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Niejawna metoda trapezowa w postaci predyktor-korektor

Dla niejawnej metody trapezowej wyglada to tak:

yﬁr_?_dlid — (obliczony z jawnej metody trapezowej), (34a)
f(z, + f(z | predict
Y;ﬂ.rfdl = yo+h (zn,¥n) (2n+1 Yn+1 )7 (34b)

correct,
f(il?n, yn) + f(xn+17 yn_|_]_ 1)

s =2,3,...(34c)
2

ts —
y2S =yt h

Uwaga: Po jednym kroku korektora odtwarzamy jawng metode trapezowg (metode Heuna). Nie
jest requtg, ze tak sie dzieje.
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Uwagi

e Wiadomo, ze czesto rozwigzania samouzgodnione réznig sie od rozwigzan
doktadnych uktaddéw réwnan algebraicznych.

e W praktyce wykonuje sie tylko kilka (niewiele!) krokow korektora — w prze-
ciwnym razie zysk na czasie wykonania jest niewielki lub nie ma go wcale.

e Metody predyktor-korektor sg metodami jawnymi, a zatem na ogot nie majg
korzystnych wlasnosci stabilnosci, typowych dla metod niejawnych.
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Metody punktu srodkowego oraz metody trapezowe, jawne i niejawne, to tylko
szczegOlne sposoby uwzgledniania zmiennosci pochodnej w trakcie kroku
catkowania. Nalezg one do bardzo szerokiej kategorii, znanej ogolnie jako

metody Rungego—Kutty
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