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Metoda diagramowa

“Reczne” wyprowadzanie rownan wigzgcych wspotczynniki metod
Rungego-Kutty, oparte na rozwinieciu w szereg Taylora jest zmudne i bar-
dzo tatwo o pomyiki, zwtaszcza dla metod rzedu wiekszego niz 4. J. C. But-
cher rozwingt specjalng metode diagramowag, opartg o drzewa zakorze-
nione, bardzo utatwiajgcg wyliczanie wszystkich wspotczynnikow. Zobacz

e J. C. Butcher, Numerical Methods for Ordinary Differential Equations,
Wiley, 2003, rozdziat 3.

e J. C. Butcher, Trees and numerical methods for ordinary differential
equations, Numer. Alg. 53, 153 (2009).

Osoby zainteresowane powinny siegng¢ do podrecznika Butchera, jesli
chcag pozna¢ dowod podawanych tu przepiséw.
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Drzewa zakorzenione

Drzewo zakorzenione to spojny graf bez petli, majgcy wyrdzniony wezet
zwany korzeniem. Krawedzie grafu sg skierowane. Korzen (i tylko korzen)
nie jest punktem koncowym zadnej krawedzi. Punkty kohcowe krawedzi,
niebedace poczatkami innych krawedzi, nazywamu lis¢mi.

Liczbe wierzchotkdw w drzewie nazywamy stopniem drzewa.

Kazde nietrywialne drzewo odpowiada jednemu zwigzkowi na wspétczyn-
niki metod Rungego-Kutty. Kazdemu drzewu przypisujemy pewne wyraze-
nie symboliczne & i liczbe naturalng ~, z kidrych konstruujemy poszuki-
wane rownanie. Nalezy uwzgledniaC wszystkie drzewa danego stopnia.
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Obliczenie $

e Kazdemu wierzchotkowi, oprocz lisci, przypisujemy etykiete 4, 5, ... ;
korzeniowi przypisujemy etykiete .

e Korzeniowi przypisujemy wielkos¢ w;.

e Kazdej krawedzi niekonczgcej sie w lisciu przypisujemy wielkos¢ 3y,
gdzie k, [ sg etykietami poczatkowego i konhcowego wezta tej krawedzi.

o Kazdej krawedzi konczgcej sie w lisciu przypisujemy wielkoSC «,
gdzie [ jest etykietg przypisang poczgtkowi tej krawedzi.

e Sporzgdzamy iloczyn
w; - (iloczyn wszystkich Gi;) - (iloczyn wszystkich «;) .

e Sumujemy po wszystkich wystepujgcych w grafie etykietach 4, 7, ...
od 1 do s, gdzie s jest liczbg etapow.
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Obliczenie ~

e Kazdemu lisciowi przypisujemy wage 1.

e Kazdemu weztowi niebedgcemu lisSciem przypisujemy wage rowng
(suma wag weztéw, do kidrych dochodzg krawedzie wychodzgce z da-
nego wezta) + 1.

e v = iloczyn wag wszystkich weztow drzewa.

Rownanie, ktoremu odpowiada dane drzewo, znajdujemy jako

o =1 (1)
¢!

Uwaga! Tak wyprowadzone rownania implicite zawierajg warunek «; =

> Bij, ktdry wobec tego trzeba uwzgledniac “recznie”.
J
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Przyktad

w; 6

S
¢=Zwiﬁijai2aj2, y=1-1-3-1-1-6=18.
]

Dyskutowane drzewo stopnia szostego odpowiada réwnaniu

i > o > 1
Y wiai Y Bijas = 15" (2)
i=1 =1
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Wszystkie drzewa stopnia niewiekszego niz 4

. ] 4

pierwszy drugi trzeci

B GV

czwarty
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Drzewa stopnia pigtego

TNy

AN N
LA

Drzewa stopnia pigtego powstajg przez dodatnie jednej krawedzi do drzew stopnia
czwartego
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Stabilnos¢ metod BRK

Dla ustalenia uwagi przypominam, ze rozwigzujemy problem Cauchy’ego

dy
— = f(¢
n (t,y) (3)
y(0) =Yyo
za pomocg s-etapowej metody Rungego-Kutty rzedu p:
S
Yni1 = Yn+h Y wk;+OHPTL) (4a)
i=1
S
k;, = f<tn + hag,yn+h > ﬁzjkj> : (4b)
=1
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W celu zbadania stabilnosci metody RK, zaburzmy y,, w (4a) oraz (4b
przez pewne e, przy czym |len|| < 1. W miejsce (4a) otrzymamy

S
Yn+1 + En+1 — ¥Yn +éen+h Z wiki(yn + €n)

1=1
S S
>~ VYn +éen+h Z wzkz(yn) + h Z wiLien

= Yot1+en+hw!Len =y, 41+ Gen, (5
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L;2=1,...,s,sg macierzami o sktadowych

0 (k;)
[Lil,, = 5, (6)
0 (En)y
L oznacza wektor ztozony z tych macierzy, wl = [w1, ..., ws]T, zas

G = I + h@!'L jest macierza wzmocnienia. Metoda jest stabilna, gdy
wszystkie wartosci wtasne macierzy wzmocnienia G spetniajg zaleznos¢
lg| < 1 (wartosci wlasne g mogg by¢ zespolone). Kluczowe staje sie
obliczenie macierzy L;. Mamy
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8 (£ (2n + ash,yn 4 en + h > Biik; (Yn + n
paey, \f(m et et nS ok uten))

0 (E:n)y 0 (677,),/

= %J 5 +hi6~a(kj)" (7)
= Ho ov = Zjﬁ(en)y .

J:

J jest macierzg Jacobiego funkcji f po drugim argumencie. Formalnie
rzecz biorac, jej elementy nalezatoby oblicza¢ w kazdym punkcie posred-
nim z osobna. Przyjmijmy jednak przyblizenie polegajgce na tym, iz obli-
czamy te macierz w lewym krancu przedziatu — prowadzi to do poprawek
wyzszego rzedu w h.
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Reprezentacja diagonalna

Przejdzmy do reprezentacji, w kidrej macierz ta jest diagonalna i oznaczmy
przez A pewng warto$¢ wtasng macierzy J. Formalnie rzecz biorgc, po-
nizszg procedure nalezy powtorzy¢ dla wszystkich wartosci wtasnych J,
okaze sie jednak, ze nie jest to konieczne. Roéwnanie (/) mozemy przepi-
sac teraz w postaci

Li:)\<1—|—h25i]’Lj>, i=1,...,8. (8)

=1

jest uktadem réwnan, z ktérego mozna wyliczy¢ poszukiwane wielkosci
L;.
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Wspdtczynnik wzmocnienia

Uktad ten mozna zapisaé¢ w postaci
[I — AhB]L = Aé, (9)
gdziee = [1,1,...,1]%, za$ [B];; = B;;. Oznaczajac z = Ah, ostatecz-
nie otrzymujemy nastepujgce wyrazenie na wspotczynnik wzmocnienia:
g=14 20" [I—2B] le. (10)

g jest liczbg, nie macierzg; “macierzowos$¢” macierzy wzmocnienia G brata
sie z “macierzowoséci” jakobianu, a skoro jakobian zastgpiliSmy wartoécig
wiasng, G zastgpilismy jej wartosciami wtasnymi.
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Obszar stabilnosci

Badanie stabilno$ci metod RK sprowadza sie teraz do wyznaczenia ob-
szaru stabilnosci metody, to jest zbioru takich z € C, ze wspotczynniki
g wyliczone dla wszystkie wartosci wtasnych macierzy Jacobiego spet-
niajg |g| < 1. Metoda RK jest stabilna, jesli dla wszystkich warto-
Sci wlasnych macierzy Jacobiego we wszystkich punktach posrednich,
z = h x (wartos¢ wtasna) nalezy do obszaru stabilnosci. Zauwazmy, ze
w ten sposdb “uwolniliSmy sie” niejako od szczego6tdw réwnania, ktére roz-
wigzujemy: witasnosci rownania (funkcji f) tkwig w wartosciach wtasnych
macierzy Jacobiego, czyli w liczbach z. Ksztatt obszaru stabilnosci zalezy
tylko od wybranej metody RK.
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Przyktad: Obszar stabilnosSci jawnej metody punktu srodkowego

Badamy

(11)
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Brzeg obszaru stabilnosci znajdziemy rozwigzujgc ‘1 + z + % = 1, czyli

1—|—z—|—§=ei¢d|agbé [0, 27].

2.0

2.0 1 1 1 1 1 1
-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
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Przyktad: Obszar stabilnosci niejawnej metody punktu srodkowego

. AN 24z
g=1+:1-(1-3) " 1=577,
> 2427 _ 2+ z)2 +y?
4l _'2—2 (2= x)2 42 12)

gdzie z = = + iy. Widaé, ze |g|° < 1 < z < 0: Obszarem stabilno$ci
metody jest cata lewa potptaszczyzna.
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Obszar stabilnosci klasycznej czteroetapowej metody Rungego-Kutty
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Sprawdzanie stabilnosci

e Aby sprawdzi¢ stabilno$¢ metody, obliczamy z = hA\, gdzie
, A jest wartoscig wtasng jakobianu prawej strony réwnania (3)
| sprawdzamy, czy |g(z)| < 1, gdzie g dane jest rownaniem (10).

e Procedure powtarzamy dla wszystkich wartosci wtasnych jakobianu.

e Jezeli za ktérymkolwiek razem wyjdzie nam |g(z)| > 1, jedyne, co
mozemy zrobi€, to zmieni¢ krok catkowania h. Nie zawsze uda sie
w ten sposéb uzyskaé stabilnos¢! Jesli sie nie uda, musimy wybrac
inng metode catkowania rownania.

e Obszar stabilnosci nie zalezy od rozwigzywanego réwnania, a tylko
od zastosowanej metody. Réwnanie “pojawia sie” w procedurze bada-
nia stabilnosci tylko poprzez wartosci wiasne jakobianu prawej strony.

e Poniewaz jakobian moze zmienia¢ sig, krok, ktdry w jednym miejscu
zapewniat stabilnos¢, w innym nie musi dawac stabilnosci.
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Uwaga! Obszar stabilnosci jest obszarem na ptaszczyZznie
zespolonej. Mimo iz rozwigzujemy rzeczywiste rownania
z rzeczywistymi krokami, musimy rozwazac wielkoSci
zespolone, gdyz wartosci wtasne jakobianu — bedgcego,
w 0golnosci, macierzg niesymetryczng — moga byc¢

zespolone.
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Obszary stabilnosci metod jawnych i niejawnych

Wspotczynnik wzmocnienia g moze by¢ albo funkcjg wymierng, albo wie-
lomianem w z. W tym drugim przypadku obszar stabilnosci metody jest
z catg pewnoscig skonczony, jako ze kazdy wielomian roénie nieogranicze-
nie (na modut) przy z — oo. Jesli natomiast wspotczynnik g jest funkcjg
wymierng w z, to jest mozliwe, ze obszar stabilno$ci metody jest nieograni-
czony. Jesli w szczegdblnosSci cata lewa pétptaszczyzna ptaszczyzny zespo-
lonej nalezy do obszaru stabilnosci, mowimy, ze metoda jest A—stabilna.
Oznacza to, ze dowolnie wielki krok h nie prowadzi do utraty stabilnoSci
(oczywiscie nie znaczy to, ze rozwigzanie numeryczne uzyskane z kro-
kiem h > 0 bedzie miato wiele wspdlnego z rozwigzaniem analitycznym
— znaczy to tylko, ze btad z poprzednich krokow nie przenosi sie do kro-
kow nastepnych).
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W jaki sposdb g moze stac sie funkcjg wymierng w z? Moze sie tak stac
tylko przy obliczaniu [I — zB] ™!, a jeszcze $ciélej, przy dzieleniu przez
wyznacznik det [I — zB]. Zauwazmy, ze dla metody jawnej macierz B ma
tylko elementy poddiagonalne, a zatem det [ — zB] = 1, a skoro tak,
to g sg wielomianami w z. Widzimy zatem, ze jawne metody RK majg
ograniczony obszar stabilnosci — tylko metody niejawne mogg miec nie-
ograniczony obszar stabilnosci.
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