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|. RObwnania rozniczkowe z niezmiennikami

Przypuscmy, iz dany jest problem Cauchy’ego (y, f,yp € R")

( dy
— = f(x,
) s () (1)
L y(z0) = Yo
oraz pewna funkcja g : R™ — R™, m < n, o tej witasnosci, ze
g(y(z)) = const, (2)

gdzie y(x) jest rozwigzaniem problemu (1). Funkcje g nazywamy woéwczas
catkg lub niezmiennikiem ruchu, jako ze jej wartos¢ jest zachowana ,wzdfuz’
rozwigzar réwnania (1)). Sciélej rzecz biorac, kazda sktadowa g jest catka ruchu
— w tym sensie (2) definiuje m catek ruchu. (R6zne warunki poczgtkowe mogg
prowadzi¢ do réznych wartoéci liczbowych catek ruchu.)
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W fizyce catki ruchu typowo zwigzane sg z zasadami zachowania: energii, mo-
mentu pedu itd.

Jak pokazuje sie w ramach standardowego kursu analizy matematycznej, kazda
nietrywialna i ciggfa catka ruchu redukuje wymiarowosc problemu: jedno (ska-
larne) rownanie postaci pozwala wyrazi¢ pewng sktadowg y prez pozostate
sktadowe oraz przez wartosci catek ruchu. Ostatecznie pozostaje wiec do roz-
wigzania problem n — m wymiarowy.
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Przyktad

Rozwazmy uktad dwu identycznych, sprzezonych czgstek, opisanych lagranzia-
nem

L= +i3) — (V) + V(e2) + ka1 —22)2). 3)

Prowadzi on do nastepujgcych réwnan ruchu:

r1 = v, (4a)

To = v, (4b)

. dV

v = - — k(x1 —x2), (4c)
Xr r=xq

. A4

2 = - —— — k(zo — 1) . (4d)
£r T=x
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Uktad (3) posiada catke ruchu — energie — co pozwala na wyrazenie jedne;
zmiennej — powiedzmy x> — przez pozostate zmienne i wartos¢ catki ruchu:

CBQZQ(:Cla'Ula/UQaE)' (5)
Ostatecznie dostajemy
Ty = v, (6a)
. dV
= - —k(zx1 — G(z1,v1,v2,F)), (6b)
X r=x1
. dV
2 = - — k(G(x1,v1,v0, E) —x1). (6¢)
T lz=G(x1,v1,v2,F)

Uktad réwnan rézniczkowych (6)) jest tylko pozornie prostszy od uktadu row-
nan (4). Zauwazmy, ze
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® ZniszczyliSmy symetrie pomiedzy xq1 a x>. Na skutek tego obie zmienne
bedg traktowane numerycznie inaczej, co moze by¢ istotne chocCby ze
wzgledu na btgd zaokrgglenia.

® Jezeli obliczanie zawiera niejednoznaczne operacje algebraiczne (na
przyktad pierwiastkowanie), nie mamy gwarancji otrzymania prawidtowego
wyniku.

® Roéwnan do rozwigzania jest mniej, ale sumaryczny czas obliczania prawej
strony (6) moze by¢ dtuzszy (wyobrazmy sobie, ze nie mamy jednej czgstki,
ale N > 1, catka ruchu nadal pozwala na wyeliminowanie tylko jednego
rownania).

® Kod realizujgcy (6) bedzie bardziej skomplikowany, a zatem trudniejszy do
konserwacji i potencjalnie utatwiajgcy popetnienie btedu, niz kod realizuja-
cy (4).

Copyright (©) 2009-13 P. F. Géra 10-6




Dlatego tez w praktyce numerycznej na ogét (poza niewielkg iloscig prostych
przypadkow, na przyktad gdy catka ruchu jest liniowg funkcjg zmiennych dyna-
micznych) nie dokonuje sie eliminacji zmiennych korzystajgc z catek ruchu.

Catki ruchu sg jednak bardzo wazne, zas standardowe algorytmy nie gwarantu-
jg, ze wartosci tych catek faktycznie bedg zachowane.
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Co zatem robic?

e ZastanowicC sie, czy przypadkiem samo catkowanie ODE nie wystarczy — warunek (2) nie
bedzie woéwczas spetniony scisle, ale byc moze odchylenia od rownosci sg akceptowalne,
to znaczy mniejsze od zadanej toterancji. Warunek ten nie jest spetniony w szczegolnosci
wtedy, gdy uzyta metoda numeryczna powoduje, ze g(y) systematycznie oddala sie od
swojej analitycznej wartosci.

e Zamieni¢ uktad (1)—(2) na pewien system DAE (patrz nizej (8)) i rozwigza¢ metodami wia-
sciwymi dla DAE.

e Zastosowacl algorytm inteligentnie rzutujgcy numeryczne rozwigzanie ODE na hiperpo-
wierzchnige zadang przez niezmiennik.

e Jezeli niezmienniki, o ktérych mowa, pojawiajg sie jako rezultat zasad zachowania me-
chaniki klasycznej, nalezy uzy¢ algorytmow symplektycznych, mimo iz, technicznie rzecz
biorgc, nie gwarantujg one zachowania niezmiennikow.
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Zamiana ODE z niezmiennikiem na DAE

Zapiszmy (1)—(2) w postaci (zaktadam, ze prawa strona (1)) nie zalezy jawnie od
zmiennej niezaleznej)

dy

= ), (7a)
T
gly) = O, (70)
co teraz mozna zamieni¢ na DAE w postaci Hessenberga o indeksie 2:
dy
- = ty) -Dy)z, (8a)
g(y) = 0, (8b)

gdzie D jest pewna macierza. Sciste rozwigzanie wyjéciowego ODE z niezmien-
nikiem (7) odpowiada rozwigzaniu DAE (8) spetniajgcemu z = 0.

Copyright (©) 2009-13 P. F. Géra 10-10



Konstrukcja macierzy D

Jak dobra¢ macierz D? Sensownie ©. Niech
G = Vyg, (9)
to znaczy G;; = 9g;/0y;, G € R"™*". NajczgSciej przyjmuje sie

D(y) = G e R™™. (10)

Uktad algebraiczno-r6zniczkowy (8) na ogdt mozna teraz rozwigzac, ale bywa to
uwazane za “overkill”, 1o znaczy, ze uzywa sie zbyt wymagajgcej (i kosztownej!)
metody dla osiggniecia zadanego celu.
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Algorytmy rzutujgce

Niech M = {y : g(y) = 0}. Rbéwnanie

Y = 1(y) - g), (1)

gdzie F jest pewng inng macierzg, ma to samo rozwigzanie na M, co (7a). Co
wiecej, jezeli macierz GF jest dodatnio okreslona, v zas jest dostatecznie duze,
rozwigzanie bedzie “Sciggane” na M.
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Aby to zobaczyé, po pierwsze zauwazmy, ze 2g g > 0, przy czym rownoscé
oznacza, ze warunek (7D) jest spetniony. gl'g jest liczbowa miara odstepstwa
od tego warunku; jezeli gl'g maleje, oznacza to, ze uktad zdaza w strone M.

Po drugie, zatbzmy, ze GF jest dodatnio okreslona, ma zatem najmniejszg do-
datnig warto$¢ wtasng. Oznaczmy jg \g.

Po trzecie, zatbzmy, ze dla y lezgcych dostatecznie blisko M

Fyo = 0 [|GE(Y) | < ollg()Il- (12)
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Jezeli spetnione jest réwnanie (11)), zachodzi

1d/r rdg(y) T ~dy T
-2 — — ol G = o'G(f - ~F
57 (e’g)=¢g S =8 G =g G{H-7Fg)
=g Gf —1g' GFg < (70 —7M\o)g’ g. (13)

Jesli wiec v > vo/ Ao, d(glg)/dz < 0, a wiec rozwiazanie réwnania (1) jest
sciggane na M.

Jak dobra¢ F? Sensownie ®. Na przykfad

F(y)=D(GD) ', (14)

gdzie D jest dane przez (10). Wowczas GF =11i Ao = 1.
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Przyktad

Zatbzmy, ze badamy uktad, ktory ma jedng catke ruchu, energie (lub “energie”)
E(y). Wéwczas

e G =VyE(y) =[0E/0y1,0E/dys,...,0E/dyyn] € RIX™,

e D=GT = [0E/dy1,0E/dys,...,0E/dyn]T € R™ — to jest wektor!
e GD = Y"_, (9E/dy;)? — to jest liczba.

e Ostatecznie numerycznie rozwigzujemy

W _ ty) —~ nE(y) —EGo) (15)

dx Y (8E(y)/dy;)?

1 =1

gdzie v > ~vg (yo zdefiniowane jest przez (12)) oraz y(0) = yo.
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Il. Uktady algebraiczno—rézniczkowe

Sprébujmy rozwigzaé réwnanie ptaskiego wahadta matematycznego we wspét-
rzednych kartezjanskich. Lagranzian wydaje sie miec€ postac

1 .
L= 577%(332 + %) — mgy, (16)

Z czego wynikajg zupetnie zte réwnania ruchu:

0, (17a)
—g. (17b)

¥
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Réwnania (17) sa zte, gdyz nie uwzgledniliémy warunku z2 4 y2 = r2. Musimy
wprowadzi¢ mnoznik Lagrange’a:

L= _m(i2 +iP) — mgy — A@? + 47 ), (18)

z czego wynika (z = 2\ /m)

r = —zx, (19a)
y = —g-—zy, (19b)
2 -+ y2 = 2 (19¢)
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Cztony proporcjonalne do z opisujg sity reakcji wiezow. Roéwnania
nowig uktadu ODE: Po zamienieniu na rownania pierwszego rzedu,

N

19) nie sta-

19

stanowi

uktad z piecioma zmiennymi (x, z,y, v, z), ale tylko cztery rownania sg réznicz-
kowe — jedno jest robwnaniem algebraicznym. Uktad tego typu nazywa sie ukia-

dem algebraiczno-rézniczkowym.

Przez podstawienie x = r cos 6,y = r sin 6 uktad (19) mozna tatwo sprowadzi¢
do znanego ODE, ale w ogolnym przypadku nie jest to ani fatwe, ani wygodne.
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Przyktad: uktad mechaniczny z wiezami

Rozpatrzmy uktad sktadajgcy sie
_— z trzech punktéw. Dwa z nich
moga poruszac sie bez tarcia po
poziomych liniach odlegtych o 21.
Punkty te potgczone sg z
punktem srodkowym za pomocg
sztywnych, niewazkich pretéw
o diugosciach r1, r>. Potgczenia
sg przegubowe i prety mogg sie
w potgczeniach swobodnie
obracac.
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Lagranzian (wraz z czynnikami Lagrange’a) ma postac

1 _ 1 . . 1 .
L = Emlac% + Emg(x% + y%) + §m3a:§

— 21 ((w1 —22)° + (g2 — 1) —r7)

— 22 ((w2 — 23)® + (y2 + 1)* — 15) (20)
i prowadzi do réwnan

mi1E1 + 2z1(x1 —x2) = Fi, (21a)
maZo + 2z1(x2 — x1) + 222(z2 —23) = O, (21b)
maij2 + 221(y2 — 1) + 2z2(y2+1) = O, (21c)
m3E3 + 2z2(x3 —x2) = F3, (21d)
(z1 —22)>+ (y2 = 1) = rf, (21e)
(x3 —22)° + (g2 +1)° = 73, (211)

gdzie uwzgledniliémy tez poziome sity zewnetrzne dziatajgce na uktad.
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Uktadu (21) nie da sie fatwo, przez proste podstawienie, zredukowaé do uktadu
ODE.

Skomplikowane uktady mechaniczne z wiezami stanowig typowe zrodto proble-
mdéw modelowanych przez DAE. Innym klasycznym Zzrédiem DAE sg obwody
elektryczne — role wiezdéw algebraicznych spetniajg prawa Kirchhoffa.

Jeszcze innym zrodtem DAE moze byC dyskretyzacja niektérych réwnan réz-
niczkowych czgstkowych — na przyktad rownan Naviera-Stokesa dla cieczy nie-
scisliwey.
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DAE — formalna definicja

Rozwazmy réwnanie

F(t,y,y') =0. (22)

gdzie F,y € R"™. Jezeli vVt : OF /9y’ # 0, rébwnanie (22) jest uwiktang formag
uktadu ODE. Jezeli OF /0y’ = 0 (chocby lokalnie), z (22) nie da sie wyznaczy¢
tylu rbwnan rdzniczkowych, ile jest zmiennych: (22) jest wowczas DAE. Postaé
ta zwana jest w pefni uwiktanym DAE.
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Postac szczegolna

Rozwazmy rownanie
My’ = f(t,y), (23)

gdzie y,f € R™ oraz M € R"™*" jest macierzg osobliwg, detM = 0. Postaé
23) jest szczegdlng postacig (22); mozna tez uwazac, ze (23) powstaje z (22
w trakcie préby rozwiktania ze wzgledu na y’ (M jest wéwczas jakobianem F po
ostatnim argumencie).

Poza przypadkiem trywialnym, istniejg nieosobliwe macierze P, Q, takie, ze

PMQ:[%’%] (24)
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gdzie I jest macierzg jednostkowg r x r, r < n, przy czym istnieje liczba natu-
ralna u taka, ze N# = 0. Réwnanie (23) przybiera wéwczas postac

5’/ — fr(t, ya Z) ) (253.)
NZ, — fa(t7 }N’, Z) ’ (25b)
gdzie
fr | _ Y| _ -1
e [3]-a .

v, fr € RTX7 7 fq € RRTrxXn—r,
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lle wynosi detN? 0 = detN# = (detN)¥, a zatem detN = 0 oraz
detM = detP~1.1.detN.detQ~1 = 0. Liczbe p nazywamy indeksem
uktadu DAE (23)). Indeks okresla iloS¢ niezaleznych rozniczkowan potrzebnych
do zamienienia DAE na ODE (w postaci x’ = f(¢,x)). W ogélnosci indeks moze
zaleze€ od rozwigzania DAE, od warunkdéw poczatkowych, a nawet moze zmie-
nia¢ sie wzdtuz rozwigzania. Na szczeScie w wielu istotnych z praktycznego
punktu widzenia przypadkach indeks jest staty i zalezy tylko od formy DAE.
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DAE — postaci Hessenberga

W postaciach (22) i (23) réwnania rézniczkowe i algebraiczne mieszajg sie.
W praktyce czesto wystepujg uktady, w ktérych mozna wskaza¢ zmienne roz-
niczkowe i zmienne algebraiczne.
Posta¢ Hessenberga o indeksie 1:

y' f(t,y,z), (27a)
0 g(t,y,z) (27Db)

gdzie 0g/0z # 0.
Posta¢ Hessenberga o indeksie 2:

y' f(t,y,z), (28a)
0 g(t,y) (28Db)

gdzie (8g/dy) - (0f/8z) # O.
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Posta¢ Hessenberga o indeksie 3:

x' = f(t,x,y,2), (29a)
y = g(t,x,y), (29b)
0 = h(t,y) (29¢)

gdzie (8h/dy) - (9g/dx) - (9f/9z) # O.

Ta wtasnie postac pojawia sie w wyniku modelowania uktadé4w mechanicznych
Z wiezami.

Kazdg posta¢ Hessenberga mozna oczywiscie sprowadzi¢ do postaci w petni
uwiktanej w odpowiednio wiekszej ilosci wymiarow.
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DAE — problem warunkow poczatkowych

Warunki poczatkowe dla DAE muszg byC konsystentne — niektdére warunki
mogg prowadzi¢ do nieistnienia rozwigzania. Dzieje sie tak dlatego, ze oprocz
warunkéw podawanych jawnie, muszg by¢ takze spetnione pewne warunki
ukryte.

Przyktad: Rozwazmy uktad

z’ z, (30a)
xr—1. (30b)

o
[

Rozwigzaniem jest x = ¢, z = 1 | zadne warunki poczgtkowe nie sg potrzebne.
Gdybysmy chcieli zada¢ warunek z(0) = ¢, bedzie on konsystentny z proble-

mem

30

wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = O.
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DAE — zwigzek z uktadami sztywnymi

Przepiszmy

2/

w postaci

: f(t,y,z), (31a)
g(t,y,z) (31b)

<
|

EZ

przy czym rozpatrujemy granice e — 0. Sugeruje to zastgpienie problemu DAE
przez problem
| ekstrapolowanie wynikow do € — 0.

31

z le|] < 1, rozwigzanie go jak ODE dla szeregu takich ¢
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DAE i metody niejawne — motywacja

Podejscie opisane na poprzedniej stronie jest niepraktyczne, miedzy innymi dla-
tego, ze prowadzi do rozwigzywania skrajnie sztywnych ODE, sugeruje jednak
zastosowanie metod wtasciwych dla uktadéw sztywnych, a wiec metod niejaw-
nych.

Inna motywacja za metodami niejawnymi bierze sie z nastepujgcego rozumowa-
nia: Gdybysmy uzywali metod jawnych, nie wiemy co zrobi¢ z ograniczeniami
algebraicznymi. Jesli problem zadany jest w postaci Hessenberga, mogliby-
Smy mysSlec o zastosowaniu metody jawnej do czesci rozniczkowej, a nastepnie
rozwigzaniu rownania algebraicznego dla czesci algebraicznej, nie ma jednak
wowczas zadnej gwarancji, ze otrzymane rozwigzanie bedzie poprawne. Caty
problem trzeba sprowadzi¢ do rozwigzania uktadu rownan algebraicznych jed-
noczesnie dla wszystkich zmiennych.
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Przyktad: Niejawna metoda Eulera

Rozwazmy problem (27)). Zastosowanie niejawnej metody Eulera prowadzi do

Yn+1 — yn_l_hf(tn—I—LYn—l-lazn—l—l)a (323-)
0 = g(tnt+1,Ynt1>Zn+1)- (32b)

W ogdlnosci, dla zapewnienia stabilnosci, DAE o indeksie n nalezy
rozwigzywac przy pomocy metod BDF o rzedzie k > u — 1.
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DAE i niejawne metody RK

Do DAE w postaci w petni uwiktanej

0="f(t,y,y") (33)
mozemy stosowac niejawne metody RK:
S
Ynt+1 =Yn+h Y wK;, (34)
i=1
przy czym w kazdym punkcie posrednim rozwigzujemy
S
j=1
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Podobnie postepujemy dla DAE w postaci Hessenberga — ta posta¢ pozwala
nam na zmniejszenie rozmiaru uktadu jednoczesnie rozwigzywanych rownan al-
gebraicznych.

Ostrzezenie: Aby metoda RK nadawata sie do DAE, musi spetnia¢ pewne do-
datkowe warunki.
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