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Plan kursu 3

Definicje, historia, stosowalno $¢ metod Monte Carlo.

Matematyczne podstawy metod Monte Carlo.

Catkowanie metodami Monte Carlo oraz techniki redukcji war lanciji.
Adaptacyjne techniki catkowania Monte Carlo.

Generatory liczb losowych o rozktadzie r  dwnomiernym i ich testowanie.

Metody generowania liczb losowych o dowolnych rozktadach p rawdopodobie nstwa.

Generatory liczb losowych dla podstawowych rozktad ow prawdopodobie nstwa.

Zastosowanie metod bt agdzenia przypadkowego do rozwi gzywania uktad 6w roéwnan
liniowych, r éwnan rbzniczkowych, r dwnan catkowych, problem 6w macierzowych,

interpolacji funkcji wielu zmiennych itd.
Zastosowanie metod Monte Carlo w zagadnieniach optymaliza Cji.

Modelowanie (symulacje) Monte Carlo, m.in. zastosowanie w teorii gier.
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Definicje 4

= Definicja og olna:

Technika Monte Carlo (MC) jest to dowolna technika uzywajaca liczb losowych do rozwigzania

problemu.

» Liczba losowa - na razie zakladamy, iz wiemy co to jest (choc€ jest to rzecz nietrywialnal)

=> Definicja Haltona (1970) — nieco wezsza, ale bardzie] pouczajaca:

Metoda Monte Carlo jest to metoda reprezentujgca rozwigzanie problemu w postaci parametru

pewnej hipotetycznej populacji i uzywajaca sekwencji liczb losowych do skonstruowania proby lo-

sowej danej populacji, z ktorej to statystyczne oszacowania tego parametru moga by¢ otrzymane.

Niech F' — wynik rozwazania jakiego$ problemu (liczba rzeczywista, zbior liczb, decyzja tak/nie itd.)

—> Oszacowanie Monte Carlo wyniku F:

A

F=f{ri,ro,....rnt;...),

gdzie {ry, 72, ..., 7y} — liczby losowe uzyte w rachunku.

Problem nie musi by¢ natury stochastycznej!

> Wprowadzenie losowosci do danego, dobrze okreSlonego problemu daje rozwigzania o specyficznych

wiasnosciach, ktore — jak sie przekonamy p6zniej — sa zaskakujgco dobre!
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Rys historyczny 5

G. Comte de Buffon (1777) - prawdopodobnie najwcze $niejsze udokumentowane uzycie

probkowania losowego do obliczenia cafki (przez rzucanie igly na poziom g ptaszczyzn e

pokryt a rownoleglymi liniami prostymi)
Marquis Pierre-Simon de Laplace (1886) - zastosowanie metody Buffona do wyznaczania

warto Sci liczby 7 (wielko S¢€ zupetnie nielosowa!) .

Lord Kelvin (1901) - uzycie pr 6bkowania losowego (wyci gganie ponumerowanych kartek

papieru z urny) do obliczenia pewnych catek w kinetycznej teorii gaz ow.

W. S. Gosset, ps. ,,Student” , (1908) — podobne losowanie pomogto mu w odkryciu

rozkladu wsp Otczynnika korelacji oraz potwierdzeniu rozktadu t-Studenta.

Enrico Fermi (lata 1930-te) — eksperymenty losowania numerycznego dotycz  ace dyfuzji i
transportu neutron Ow w reaktorach j gdrowych (skonstruowat specjalne mechaniczne

urzadzenie losuj ace, nazwane FERMIAC).

J. von Neumann, S. Ulam, N. Metropolis, R. Feynman i in. (lata 1940-te) — pierwsze na

duza skal e rachunki oparte o uzycie liczb losowych; dotyczyty rozpr aszania i absorpcji
neutron 6w w ramach projektu ,,Manhattan” (prace nad bomb g jadrow a w Los Alamos,
USA). — Nazwa ,,Monte Carlo” zostata wymy Slona jako kryptonim dla tego typu

rachunk 6w i odpowiednich metod matematycznych.
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Stosowalno S¢ metod Monte Carlo 6

® To czy metody Monte Carlo mog g by¢ zastosowane do danego problemu nie zalezy od
stochastycznej natury ukfadu, kt  Ory jest badany, a jedynie od naszej zdolno  Sci do
sformutowania problemu w taki spos  0b, aby liczby losowe mogty by ¢ uzyte do jego
rozwi gzania.

[> Rachunki takie jak te prowadzone w latach 1940-tych w Los Alamos nazywa sie bezpo Sredni g symulacj a,
poniewaz ,,hipotetyczna populacja”’ (wg. definicji Haltona) odpowiada rzeczywistej badanej populacii.
Jednakze wyniki numeryczne jakie tam uzyskano byty catkowicie ,,deterministyczne” - w zasadzie

mozliwe od uzyskanie przy uzyciu klasycznych technik obliczeniowych (catkowanie wielowymiarowe).

» Metody Monte Carlo mog g byc¢ zastosowane wsz edzie, gdziekolwiek mozliwe jest
okre Slenie r bwnowazno Sci pomi edzy zadanym rezultatem a oczekiwanym zachowaniem
pewnego ukitadu stochastycznego.

> Problem do rozwigzania moze byC natury probabilistycznej lub statystycznej , w ktorym to przypadku
jego rozwigzanie MC bedzie bezpo Sredni g symulacj g, ale moze tez by€ natury deterministycznej lub
analitycznej , w ktorym to przypadku odpowiednie sformutowanie Monte Carlo moze wymagac pewnej

wyobrazni , a czasem nawet wydawac sie sztuczne i nienaturalne.

= Stosowalno §¢ wybranej metody bedzie zaleze¢ od jej matematycznych wtasno Sci, a nie od

jej powierzchownego podobie nstwa do rozwigzywanego problemu.
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Jak metod g Monte Carlo wyznaczy ¢ liczb e Eulera? 7

Generujemy liczby losowe z rozktadu rownomiernego na przedziale (O, 1) do momentu, az kolejna
liczba bedzie mniejsza od poprzedniej, tzn. otrzymujemy ciag:

r < ...<x-1 >0, [ > 2.

Zapamietujemy warto$¢ [. Powtarzamy te czynno$c N razy, a nastepnie obliczamy Srednia
arytmetyczna wartosci [. Otrzymana liczba jest oszacowaniem Monte Carlo statej matematycznej e
(podstawa logarytmu naturalnego, zwana tez liczba Eulera), tzn.

| N
© Nzlln N oo €

= Cw. A1* (analityczne nadobowiazkowe): Udowodni¢ powyzsze.

Przyktadowe wyniki obliczeh Monte Carlo:
N e e—e
1 2.000000 —0.718282
100 2.750000 0.031718
10000 2.722900 0.004618

1000000 2.717491 —0.000791
100 000 000 2.718239 —0.000042

= Cw. N1.1 (numeryczne obowigzkowe): Wykona¢ obliczenia Monte Carlo jak powyze;.
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Metody Monte Carlo a catkowanie 8

e \Wszystkie rachunki Monte Carlo s g rownowazne catkowaniu (w sensie formalnym)!
» Niech F' —wynik rachunku MC =- F' — funkcja liczb losowych r;.

> Zatozenie (dla prostoty): 7; — liczby losowe z rozktadu rbwnomiernego na przedziale ((), 1).

= Wynik MC:
F=F(ri,ro,...,my)

jest estymatorem nieobci gzonym caitki wielowymiarowey:

1 1
I:/ / F(xy,29,...,2,)dr1dzs . .. d2)
0 0

lub inaczej — warto $ci g oczekiwan a wielkosci F’ jest catka I:

E(F)=1.
Uwaga: Jezeli rozwiazywany problem polega na obliczeniu catki funkcji f, to powyzsze F’

nie powinno by¢ identyfikowane z funkcja f, ale z oszacowaniem MC jej calki.

» Ta formalna réwnowazno $¢ da ham mocne teoretyczne uzasadnienie dla technik Monte

Carlo, a takze bedzie prowadzi¢ do wielu rezultat 6w o istotnym znaczeniu praktycznym .
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 9

Zmienne losowe i ich rozklady

Zmienna losowa jest zmienn g, ktéra moze przyjmowa ¢ wiecej niz jedn g warto $¢ (og Olnie
przedziat warto Sci z kontinuum) i dla kt 6rej zadna z warto Sci, jakie przyjmuje nie moze by ¢

przewidziana z g Ory.

> Chociaz warto $¢ zmiennej losowej jest nieprzewidywalna , to jej rozklad moze by¢ znany!
Rozkitad zmiennej losowe] okreSla prawdopodobienstwo przyjecia przez nig danej wartosci (lub
infinitezymalnego przedziatu wartoSci).
» Dla zmiennych ci agtych definiujemy:
p(u)du=Plu<u <u+du],
p(u) — funkcja g esto Sci prawdopodobie nstwa zmiennej u (daje prawdopodobienstwo
znalezienia zmiennej losowej u’ wewnatrz przedziatu du dla danej wartoéci u).

» Scatkowana funkcja rozktadu — dystrybuanta :

du

Uwaga: R(u) jest monotonicznie niemalej aca funkcjai 0 < R(u) < 1, a pjest zawsze

tak unormowana, aby catka po catym zakresie zmiennej u byta rowna 1.
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 10

Warto S¢ oczekiwana, wariancja i odchylenie standardowe

e Matematycznie warto SC oczekiwana funkcji f( zdeflnlowana jest jako Srednia funkcji:

N = [ fwdr /f

gdzie R( ) dystrybuanta zmiennej losowej u’, a ,0 — jej gestoSc prawdopodobienstwa.

> Jezeliu' € U(a,b), tzn. u' jest rownomiernie roz}ozona miedzy a i b, to:

in= -~ By /f

b—a b—a

e Wariancja funkcji f(u’) — $rednia kwadratu odchylenia od warto$ci oczekiwanej:

V(5 =E(If = BGIP) = [ 1f - BG)P aR.
» Odchylenie standardowe:
o(f) =vVI([f).

— W praktyce czesSciej uzywane niz wariancja, bo ma ten sam wymiar co jego argument

(wazne np. dla wielkosci fizycznych).
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 11

Wiasno Sci warto Sci oczekiwanej i wariancji

Niech x i y — zmienne losowe, a ¢ — stata, wowczas:
E(cx+y) = cE(x)+E(y),
Vicx+y) = cV(x)+V(y) +2c- Cov(x,y),

gdzie: Cov(zx,y) = E(lx — E(z)]ly — E(y)]) — kowariancja miedzy x i y.
= Cw. Al (analityczne obowigzkowe): Udowodnit powyzsze wiasnosci.

( . 0
=0, xiy sanieskorelowane |,

Cov(z,y) ¢ >0, xziy sadodatnio skorelowane |

\ <0, xiy saujemnie skorelowane .

» Jezeli x iy saniezalezne, to:  Cov(z,y) =0 i V(z+y)=V(x)+ V(y)
= Cw. A2: Pokazat powyzsze.

> Jezeli zmienne sa niezalezne , to sg nieskorelowane ! Natomiast jezeli sg nieskorelowane
to nie zawsze musza byc niezalezne'! = Cw. A3: Znalez¢ przyktad na to drugie.

Whioski:  V(f) = E(f2) - [E()]2,  Cov(z,y) = E(xy) - E(x) E(y).

= Cw. A4: Udowodni¢ powyzsze wtasnosci.
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 12

Prawo wielkich liczb (PWL)

Wybierzmy losowo n liczb u; z jednorodnym prawdopodobienstwem na przedziale (a, b) i dla

kazdego u; obliczmy wartos¢ funkcji f (u;).

e PWL:

1 — I
S S = B == [ fwdu,

n 4 n— 00
1=1

» W jezyku statystycznym: lewa strona jest estymatorem zgodnym caitki po prawej stronie,

poniewaz (pod ,,pewnymi warunkami”) jest zbiezna do doktadnej wartosci catki kiedy n — 0.

> ,,Pewne warunki” dotycza zachowania funkcji f, ktora musi byc:
* catkowalna,
* przynajmniej kawatkami ciggta (moze miec skonczona liczbe nieciagtosci),

* wszedzie skohczona (powszechnie stawiane wymaganie).

Prawo wielkich liczb moze by € interpretowane jako stwierdzenie, ze oszacowanie Monte Carlo

catki zbiega si e do poprawnej warto Sci, jezeli rozmiar pr 6by losowej staje si e bardzo duzy!
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 13
Zbiezno SC
» Problem zbieznoSci jest bardziej skomplikowany niz dla zwyktego rachunku!

e Zwykty rachunek:
Mowimy, ze cigg {an} jest zbiezny do wartosci a, jezeli dla dowolnie matej liczby é mozna
znalezc taki element ciggu {an}, ze wszystkie nastepne elementy tego ciggu sga na pewno w
odlegtosci mniejszej niz § od wartosci a.

Statystyka:

Mowimy, ze a(n) jest zbiezne do a, jezeli dla dowolnego prawdopodobienstwa P[0 < P < 1]

i dowolnej dodatniej liczby 0 mozna znalez¢ takie k, ze dla wszystkich n > k

prawdopodobie nstwo tego, ze a(n) bedzie w odlegtosci < 0 od a jest wieksze niz P.
,,na pewno” —— prawdopodobie nstwo
> Uwaga: Chochy nie wiadomo jak duze byto n, to nie ma petnej gwarancji , ze a(n) bedzie
w danym przedziale wokot a!
» Zbiezno $¢ jest dana jedynie z pewnym prawdopodobie  Astwem!

— Dlatego rachunki MC wigza sie zawsze z pewnym ryzykiem — stad tez nazwa ,,Monte Carlo”
(od kasyn Monte Carlo w Ksiestwie Monako).
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 14

Centralne twierdzenie graniczne (CTG)

Suma duzej liczby niezaleznych zmiennych losowych ma zaw sze rozktad normalny (tzn.
rozktad Gaussa), niezaleznie od tego jakie rozktady maj g indywidualne zmienne losowe, pod
warunkiem, ze maj g skonczone warto Sci oczekiwane i wariancje, oraz ze n jest,,dostatecz-

nie duze”.

e Jak duze musi by¢ n?

[> Zalezy to od indywidualnych rozktadbw, ale w praktyce zbiezno $¢ do rozktadu normalnego jest
zaskakujgco szybka (nawet jesli poszczegolne rozktady sa istotnie rozne od normalnego, np.
rozktady rownomierne).

» Rozktad Gaussa (normalny) N(,u, 02) 0 wartoSci oczekiwanej (i wariancji o

1 z — )’
o) = o[-0

2.

= Cw. N1.2: Narysowac ten rozktad przy pomocy systemu ROOT dla kilku wartoSci (,u, O') | pokazac:

T —
o
T — [
o
T — [
o

P(—1.64 < < 1.64) = 0.9,

P(—2.58 < < 2.58) =0.99,

P(—3.29 < < 3.29) = 0.999.
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 15

llustracja CTG dla z; € U(0,1), i =

I
=
1
[MEEN

N=2

N

7 8

Estymator Monte Carlo catki ma asymptotycznie rozktad Gaussa!

Wiestaw Ptaczek
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 16

Gaussowski generator liczb losowych oparty o CTG
e Niech x; € U(0,1),i=1,2,...,n, wezmy R, => "  x; wowczas:

—
12 12

1
2
L

n
2
n
= Cw. A5: Obliczy¢ powyzsze wartosci oczekiwane i wariancje.

» Z powyzszego mamy:
R, —n/2

Jn/12  n—o

tzn. dostajemy standardowy rozktad Gaussa

N(0,1),

> Wygodny wybor: n = 12
— (R12 — 6) — ,,praktyczny” Gaussowski generator liczb losowych.

» UWAGA: Ogony rozktadu Gaussa nie sg dobrze reprodukowane przez tego typu generator

(zawsze sg skohczone, podczas gdy w doktadnym rozkladzie sa nieskohczonel).

= Cw. N1.3: Skonstruowa¢ Gaussowski generator liczb losowych oparty o CTG i porownac

z doktadnym rozktadem Gaussa dla kilku wartosci 1 — uzy¢ systemu ROOT.
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 17

Résum é: matematyczne wtasno Sci metody Monte Carlo

Niech u; € U(a,b), wowczas z PWL mamy:

n

1 b
f(ui) — b_a/f(u)du.

7

1=1
~~
estymator MC caiki

1
n

Matematyczne wiasno Sci estymatora Monte Carlo:

(i) Jezeli V(f) < 00, to estymator MC jest zgodny , tzn. jest zbiezny do prawdziwej wartoSci caiki
dla duzych n.

(ii) Estymator MC jest nieobci gzony dla wszystkich 72, tzn. wartoS¢ oczekiwana estymatora jest

prawdziwg wartoSciag cafki. = Cw. A6: Pokazact.
(ii) Estymator MC ma asymptotycznie rozktad normalny (osigga rozktad Gaussa dla duzych n).

(iv) Odchylenie standardowe estymatora MC jest dane wzorem:

= %\/V(f).

= Cw. A7: Pokazat powyzsze.
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Matematyczne podstawy metod Monte Carlo 18
Praktyczne oszacowanie wariancji estymatora Monte Carlo

1 b
I =

» Estymator MC catki:

» Wariancja estymatora MC caiki:
1 1

V(D) = - V() == {BG) - B0 ]

n n

A

> Do obliczenia V' (I') potrzebna jest znajomos¢ catki 1 !

— V/(I) - wariancja teoretyczna estymatora I.

A

» W praktyce V' (I) oszacowuje sie przez (= Cw. A8: Pokazac, ze jest to estymator nieobciazony.):

n

= V(f). =D f(xi)—iZf(wi)] |

n n—1 4
1=1

» Estymator MC odchylenia standardowego: o = \/‘A/(IA) :

Wiestaw Ptaczek
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