Adaptacyjne techniki catkowania
Monte Carlo

e Wady klasycznych metod MC redukcji wariancji.
e Typowy schemat adaptacyjnego algorytmu Monte Carlo.

e Przyktady adaptacyjnych algorytm 6w Monte Carlo:
> Program RIWIAD Sheppeya i Lautrupa.
> Adaptacyjny algorytm Sredniej wazonej Friedmana.
> Program DIVONNEZ2 Friedmana.
[> Program VEGAS Lepage’a.

> Program FoAM Jadacha.

e Metody catkowania Monte Carlo a kwadratury numeryczne.

= http://th-www.if.uj.edu.pl/"placzek/dydaktyka/MMC/
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Wady klasycznych technik MC redukcji wariancji 2

e \Wszystkie przedstawione klasyczne metody redukcji wariancji, z wyjatkiem rownomiernego

losowania warstwowego, wymagaj g pewnej uprzedniej znajomo Sci funkcji .

e Kiedy metody te zostang niewta Sciwie zastosowane moga tatwo prowadzi¢ do degradac;ji
efektywno Sci rachunku Monte Carlo zamiast do jego poprawy!

e Potrzebny jest dodatkowy naktad pracy zwigzany z zastosowaniem danej metody redukcji
wariancji do kazdej catkowanej funkciji.

» Naturalne rozszerzenie metod redukcji wariancji idzie w kierunku technik adaptacyjnych

czyli takich, ktére ,,poznaj @” funkcj e w trakcie wykonywania rachunku  (najlepiej nie

wymagajac zadnej znajomosci funkcji a priori) i odpowiednio dobierajg metode liczenia cafki.

> Podobnie inspirowane techniki znajduja szerokie zastosowanie przy obliczaniu catek przy uzyciu

kwadratur numerycznych.

> Prawdziwie adaptacyjne metody dla catkowania Monte Carlo sa mniej powszechne, poniewaz sa
doSc¢ trudne do zrealizowania — najczesciej wystepuja w postaci gotowych program 6w
komputerowych (poznamy kilka przyktadow).

— Integrator MC — program przenaczony tylko do catkowania funkciji.
— Generator MC — program, ktory, oprocz catkowania, moze wydajnie generowac przypadki

(punkty losowe) wedtug rozktadow danych przez catkowane funkcje.
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Typowy schemat adaptacyjnego algorytmu Monte Carlo 3

Podziat na dwie fazy:

1. Faza eksploracyjna - ,,poznawanie” funkciji.
» Najczesciej rekursywny podziat obszaru catkowania na warstwy (stratyfikacja), tak aby cafki

w poszczegolnych warstwach byly w przyblizeniu jednakowe, a funkcja w obrebie wartwy
byta jak najblizsza statej (nietatwe zadanie!) — do oszacowania catek w warstwach uzywa sie

albo prostej metody kwadraturowej, albo metody podstawowej Monte Carlo.
» Czasami funkcje podcatkowa aproksymuje sie pewna kombinacja wybranych funkcji

elementarnych.

2. Faza obliczeniowa - obliczanie wartosci caiki i jej btedu statystycznego.
» Obliczana jest catka metoda losowania warstwowego lub metoda Sredniej wazone] —

zaleznie od fazy eksploracyjnej.
» Czasami istnieje mozliwoSE generowania punktow wedtug rozktadu danego przez funkcje
podcatkowa.
> Czasem faza obliczeniowa potaczona jest z fazg eksploracyjng i dla kazdego podziatu na warstwy
obliczana jest catka, a nastepnie konstruowana jest tzw. biegn gca Srednia wazona estymatora
catki oraz jej bledu — procedura jest zatrzymywana po osiggnieciu zadanej doktadno Sci.
— Moze by¢ obarczona btedami systematycznymi z wczesnych etapow rachunowych, od ktérych

nie potrafi sie uwolni¢! (np. funkcja z waskim pikiem ,,nieodkrytym” na wczesnych etapach)
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Przyktady adaptacyjnych algorytm ow MC: RIWIAD 4

» Program RIWIAD Sheppeya i Lautrupa (ok. 1970) : jeden z najwczesSniejszych adaptacyjnych
integratorow MC — uzywany do catkowania funkcji wielowymiarowych na hiperkostce (0, 1)™.

> Schemat dziatania:
e Na poczatku dzieli hiperkostke na jednakowe hiperkostki i w kazdej z nich oszacowuje catke

metoda podstawowa MC (jednorodna stratyfikacja).

e \\ oparciu o wartosci catek w podobszarach przesuwa ich granice tak, ze objetoSci
nowopowstatych hiperprostokatow sa mniejsze tam, gdzie funkcja jest wieksza i odwrotnie.

® Powyzszy proces jest kontynuowany i w kazdym kroku obliczany jest estymator catki oraz jego
wariancja — z nich konstruowana jest biegn gca Srednia wazona estymatora caitki funkcji oraz
jego odchylenia standardowego.

e Procedura jest zatrzymywana po osiggnieciu wymaganej doktadnosci.

> Wady:
* Granice hiperprostgkatow sg zawsze rownolegte do pierwotnych osi parametrow i zawsze biegnag

wzdtuz catej dtugo Sci hiperkostki , nawet jeSli poprzednie wyniki wskazywaty, ze pewne
hiperprostokaty nie musiatyby byc dzielone.

* Wazona Srednia czastkowych wynikbw moze byc obarczona btedami systematycznymi
spowodowanymi korelacjami miedzy estymatorami warto Sci oczekiwanej oraz wariancji —

program nigdy nie wyzwala sie z przypadkowo ztych oszacowan w poprzednich krokach.
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Przyktady: Adaptacyjny algorytm  Sredniej wazonej Friedmana 5

» Program J. Friedmana (lata 1970-te) (nieopublikowany) : przykiad adaptacyjnego algorytmu
MC korzystajacego z metody Sredniej wazonej.

> Schemat dziatania:

1. Faza eksploracyjna

Konstruowana jest funkcja pr 6bna jako kombinacja liniowa funkcji Cauchy’ego

(Breita—Wignera), w ktorej pozycje i ksztatty pikbw odpowiadajg odpowiednim pikom funkcji

catkowanej. Do skonstruoawania funkcji probnej uzywana jest procedura minimalizacji funkciji
oraz analiza wektorow wiasnych kowariancji funkcji wokot kazdego piku.
> Funkcja Cauchy’ego jest uzywana dlatego, ze dazy do zera wolniej niz funkcja Gaussa,

pozwalajgc unikac niestablilnoSci.

. Faza obliczeniowa

Obliczana jest wartoSc caiki i jej btad statystyczny przy uzyciu metody Sredniej wazonej , w

oparciu o funkcj e probn g skonstruowanag w fazie ekploracyjnej .

> Wady:
Nie nadaje sie dla funkciji, ktdre nie moga by¢ aproksymowane niewielkg liczba pikbw Cauchy’ego

— niemato jest takich funkcji w praktyce!
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Przyktady adaptacyjnych algorytm ow MC: DIVONNEZ2 6

» Program DIVONNEZ2, J. Friedman, SLAC CGTM No. 188 (1977): adaptacyjny algorytm MC
oparty o rekursywny podziat obszaru catkowania (dostepny w bibliotece CERNLIB).

> Schemat dziatania:

1. Faza eksploracyjna

Wykonywanie rekursywnego podziatu wielowymiarowego obszaru catkowania (stratyfikacja), tak
aby o trzymac podobszary, w ktorych zakres wartosci catkowanej funkcji jest jak najmniejszy. W

tym celu uzywane sa techniki minimalizacji funkciji.

. Faza obliczeniowa

Obliczanie wartosci catki i jej bledu statystycznego w oparciu o0 metode losowania

warstwowego .

> Istnieje takze mozliwoSE generowania punktow losowych wedtug wielowymiarowego rozkiadu

danego przez funkcje podcatkowa.

> Wady:
Granice podziatow sg rownolegte do osi parametrow funkcji, podobnie jak w RIWIADzie.
— Ale poniewaz podziat jest rekursywny (tylko jeden podobszar jest dzielony w kazdym kroku,

a nie caty rzad), to algorytm wykazuje tendencje do uwalniania sie od orientacji osi.
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Przykilady adaptacyjnych algorytm ow MC: VEGAS 7

» Program VEGAS, J. G. P. Lepage, J. Comp. Phys. 27 (1978) 192: adaptacyjny algorytm MC

oparty o iteracyjny podziat obszaru catkowania (podobny do RiwiADa).
Algorytm jednowymiarowy

> Niech: [ = fol f(z)dx.
1. Generujemy M losowych punktow z; € U(0, 1), tzn. z jednorodna gestoscia
prawdopodobienstwa p(x) = 1, i obliczamy w nich wartosci funkcji: f(x;). Obliczamy catke i

jej btad metoda podstawowag MC.
2. Przedziat catkowania dzielimy na N rownych przedziatow:

O=axp <21 <... <Ny =1, Ar, =x; —x;_1.
Nastepnie kazdy z przedzialow Ax; dzielimy na (mi + 1) podprzedziatow, gdzie:
— K ﬁ;AZEz‘
_ r )
Zj fijj

= Y @I~ 5 [ @l

:CE[ZCi_l,CBZ') i—1

m; K = const. (typowo = 1000),

= Nowy podziat bedzie gestszy tam gdzie funkcja | f ()| jest ,,wieksza”, a rzadszy tam,

gdzie | f(x)| jest ,,mniejsza”.
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Przykilady adaptacyjnych algorytm ow MC: VEGAS 8

3. Przywracamy poczatkowa liczbe /N podziatow przez sklejanie jednakowych ilosci kolejnych

podprzedziatow w wieksze przedzialy.

= Nowe przedzialy beda wezsze tam gdzie funkcja | f ()| jest wieksza i odwrotnie.

Generujemy M punktow wedtug schodkowej gestosci prawdopodobienstwa:
1

B NAZEZ’

| obliczamy caitke oraz jej btad metoda Sredniej wazonej.

p(x) Tig<r <z, t1=1,...,N,

4. Powtarzamy powyzsze iteracje do momentu, az znajdziemy optymalny podziat, tzn.
mi = myj, Z,]: 1,...,N.
Po kazdej iteracji obliczamy biegnaca Srednig wazona:
>k
2
k. Ck
gdzie I, o — estymator catki i jego odchylenie standardowe w k-tej iteraciji.

5. Po zakohczeniu wszystkich iteracji obliczamy catke i jej btad statystyczny wedtug wzorow:

. lzair'

k
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Przyktady adaptacyjnych algorytm ow MC: VEGAS 9

» Dalsze praktyczne ulepszenia:
e Aby uniknac szybkich, destabilizujacych zmian podziatu od iteracji do iteracji, liczba podziatow
kazdego przedziatu dobierana jest wedtug:

o fiAx; B 1 .
mi= R { [Zj fiAx; 1] log[fiAwi/ 37, fi A } |

gdzie ar determinuje stopien zbieznoSci i typowo jest ustawiane miedzy 1 a 2.

e Kiedy funkcja ma waskie piki, I;. oraz o moga byc Zle oszacowane we wczesnych iteracjach,
co moze dawac btedy systematyczne ostatecznego wyniku. Aby to poprawic, poprzedni
estymator catki zastepowany jest nastepujacym:

12 -1 12 1—2 _%
=Sk T () =TS
K Tk k Tk K Tk
® Liczba iteracji (minus jeden) nie powinna byc znacznie mniejsza od (odpowiednio):

> (I, — I)? (I, — I)* I
X = Z o2 ub Z 2 o
k k

Jezeli tak jest, to algorytmowi nie mozna ufac!

= Cw. A2*: Pokazat, ze powyzsze estymatory I sa nieobcigzone, a ich wariancje wynosza a%—.
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Przykilady adaptacyjnych algorytm Ow MC: VEGAS 10

Algorytm wielowymiarowy

: . 1 1
> Wezmy dlailustracji: I = [, dx [, dy f(z,y).
Probna gestoSc prawdopodobienstwa jest brana w postaci:

p(z,y) = pa(z) py(y) .

e Mozna pokazac (np. postugujac sie metodami analizy funkcjonalnej i uzywajgc mnoznikow

Lagrange’a), ze optymalne gestosci prawdopodobier’\stwa mayjg postac:

f2(39 )

pz(T) =

2 (=,
d:v\/fo dy pzf(yy)

wz6r na p, () ma analogiczna postac.

e Zatem algorytm jednowymiarowy moze by¢ zastosowany wzdtuz kazdej osi, z ﬁ zdefiniowana

dla osi x jako:

_ f XL 1 i ! f2 L,
<f7;>2= Z 2 iy y ~ E/‘“JO dyﬁ

2171) Yy

| analogicznie dla osi y.
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Przykilady adaptacyjnych algorytm Ow MC: VEGAS 11

Przykitad zastosowania

» Sferycznie symetryczna funkcja Gaussa:

1 n 1 n
1, = d” —
<aﬁ> /o P

1=1

gdzien =9, a = 0.1, a stopien zbieznosci o« = 1.

VEGAS

lteracja 1 Ok [ [ Liczba obliczen funkgiji

1 104
3 3-10%
5 5-104
10 10°

Metoda podstawowa MC 10°
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Przykilady adaptacyjnych algorytm Ow MC: VEGAS 12

Porownanie z kwadraturami numerycznymi

» Sferycznie symetryczna funkcja Gaussa:

b= (ip) [ esen |3

gdzien =9, a = 0.1.

Numeryczne kwadratury Gaussa—Legendre’a

Liczba punkdéw na 0§ | WartoSc catki | Liczba obliczen funkcji
D 71.364 2-10°
6 0.017 107
10 0.774 10?
15 1.002
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Przyktady adaptacyjnych algorytm ow MC: VEGAS 13

» \Wady algorytmu VEGAS:
e Podziat obszaru catkowania odbywa sie wzdtuz osi parametrow, co zaktada przyblizong

faktoryzacje funkcji catkowanej na funkcje jednowymiarowe — dla niektérych funkcji

wielowymiarowych moze to nie by¢ dobre przyblizenie!
e Nie radzi sobie z funkcjami, ktére maja piki lub krawedzie ukosnie do osi parametrow.
® Poniewaz jest optymalizowany na minimum wariancji estymatora catki, wiec nie jest zbyt

wydajny do generowania punktow losowych wedtug rozktadu danego przez catkowana funkcje

(dtugie ogony wagi), czyli jest raczej integratorem niz generatorem MC.

» Dalsze udoskonalenia algorytmu  VEGAS:
> S. Kawabata, Comput. Phys. Commun. 88 (1995) 309:
MozliwoS¢ wyodrebnienia podzbioru zmiennych, dla ktérych funkcja jest silnie zmienna i ,,wySredniowania”
po pozostatych ,,tagodnych” zmiennych — uzyteczne dla bardzo duzej liczby wymiarow ~ 100.
> T. Ohl, Comput. Phys. Commun. 120 (1999) 13:
Zamiast przybliza¢ funkcje podcatkowa iloczynem n funkcji, mozna przyblizac ja suma takich iloczynow
z automatycznym dopasowaniem wzglednych wktadoéw poszczegoblnych sktadnikow.
= Cw. N1* (nadobowiazkowe):

Zaimplementowac algorytm VEGAS i zastosowac go do obliczenia catek ® i W z wyktadu 2.

Porownac efektywnosc tego algorytmu oraz klasycznych metod catkowania Monte Carlo.
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Przyktady adaptacyjnych algorytm ow MC: FOAM 14

» Program FoaAM, S. Jadach, Comp. Phys. Commun. 130 (2000) 244, arXiv:physics/9910004;
Comp. Phys. Commun. 152 (2003) 55; arXiv:physics/0203033: adaptacyjny generator MC
oparty o rekursywny podziat obszaru catkowania na kom orki.

> Dwa algorytmy podziatu obszaru catkowania na komorki:

e Symplektyczny: Komorki w postaci sympleks 6w (hipertrojkatow) — ograniczony do niezbyt
duzej liczby wymiarow (< 5).
e Kubiczny: Komorki w postaci hiperprostok atéow — moze by¢ stosowany do wiekszej liczby

wymiarow (< 20)).

» Schemat — dwie fazy:
1. Faza eksploracyjna:

Obszar catkowania w postaci wielowymiarowej kostki  dzielony jest rekursywnie na kom orki —w
kazdym kroku tylko jedna kom Orka jest dzielona na dwie niekoniecznie jednakowe cz  eSci.
Podziat jest zatrzymywany po osiggnieciu ustalonej z gory maksymalnej liczby kom o6rek..
Konstruowana jest funkcja aproksymuj gca i obliczana jest przyblizona warto $¢ catki .

. Faza generacji/oblicze n:
Generowane sa punkty losowe wedtug rozktadu danego przez wielowymiarow g funkcj e i obliczana jest
odpowiednia catka metoda Sredniej wazonej , w oparciu o funkcje aproksymujaca i jej catke wyznaczona

w fazie eksploracyjnej .
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Schemat algorytmu FOAM 15

Build—up of the foam of cells

Split root cell if necessary
Choose next cell for the splitw
Y
MC exploration of the cell

Generate series of MC eventsinside acell
Choose best direction (division edge)
Find out best division ratio (division plane)

Generate MC event

Choose randomly a cell

Choose randomly a point inside a cell
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Przyktady adaptacyjnych algorytm ow MC: FOAM 16

Cechy algorytmu FOAM

Mozliwe dwa kryteria podziatu komorek:
(1) Optymalizacja wariancji estymatora catki — optymalne do catkowania.

(2) Optymalizacja wagi maksymalnej — optymalne do generowania przypadkow niewazonych.
MozliwoSc generowania zmiennych dyskretnych.

MozliwoSc wytaczenia podziatu komoérek w wybranych kierunkach (dla ktérych funkcja jest

prawie stata).
Mozliwos¢ predefiniowania punktow podziatu — dla waskich pikow.
MozliwoSc zastosowania wielokanatowego schematu generacji MC.

Oszczedne wykorzystanie pamieci dla algorytmu kubicznego (do zapamietywania wierzchotkow
kazdej komorki uzywane sa dwie 2-bajtowe liczby catkowite zamiast 2n 8-bajtowych liczb

zmiennopozycyjnych).
Program jest dostepny w dwoch jezykach programowania: C-++- i Fortran 77.

Tzw. wersja ,,kompakt” o nazwie mFOAM dostepna jest w systemie ROOT—- szczegobty w:
S. Jadach, P. Sawicki, Comput. Phys. Commun. 177 (2007) 441; arXiv:physics/0506084.
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FoaM: przyktad podziatu na kom orki 17
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Porownanie: FOAM — VEGAS

Trzy testowe funkcje dwu i trzech zmiennych

Wydajno Sci generowania przypadk Ow:

18

(w) /ws .. | dlae = 0.0005 (zn. P(w > ws,,,) < ¢).

Wyniki Foama dla 5000 komorek i 200 przypadkow MC na komorke w fazie eksploracyjne;.

Funkcja 2-wymiarowa

FoAM-symplektyczny

FoAM-kubiczny

VEGAS

pa () (cienka diagonala)
pp(x) (brzeg kota)
pp () (brzeg kwadratu)

0.93
0.82
1.00

0.36
0.82
1.00

0.03
0.16
0.53

Funkcja 3-wymiarowa

FoaM-symplektyczny

FoAM-kubiczny

VEGAS

pa () (cienka diagonala)

Py () (cienka sfera)

Py () (powierzchnia szeScianu)

0.74
0.47
0.95

0.66
0.3
1.00

0.002
0.11
0.30

= Cw. N4.1: Zastosowat program mFOAM z systemu ROOT do obliczenia catek @ i ¥ z wyktadu 2.

Porownac efektywnosS¢ tego algorytmu oraz klasycznych metod catkowania Monte Carlo.
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Porownanie catkowania MC z kwadraturami numerycznymi 19

e \Wszystkie formuty kwadraturowe przeblizajg wartoSc caitki przez liniowa kombinacje wartoSci

funkcji: .
IQ = szf(xz) .
i=1

R6zne metody odpowiadajg roznym wyborom punktow (weztdbw) x; i wag w;. Z reguly
wycatkowuja doktadnie wielomian pewnego stopnia (np. reguta trapezow wycatkowuje doktadnie
wielomian 1-go stopnia, reguta Simpsona — wielomian 3-go stopnia itd.).

> Metoda podstawowa Monte Carlo moze by¢ uwazana za formute kwadraturowag

z jednostkowymi wagami i punktami wybieranymi rownomiernie, ale losowo.

e \Wydajnosci metod catkowania:

Niepewnos¢ jako funkcja liczby punktow = 1 wymiar  d wymiarow

Monte Carlo n_1/2 n_1/2

Reguta trapezow n=? n—2/d

Reguta Simpsona n—4/d

—2m/d (

m < n)

m-punktowa reguta Gaussa n
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Porownanie catkowania MC z kwadraturami numerycznymi 20

Whnioski:
e W jednym wymiarze metoda MC jest znacznie wolniej zbiezna o  d kwadratur

numerycznych (nawet od najprostszej metody trapezow)!

e W wielu wymiarach efektywno S¢ metody MC wzgl edem kwadratur poprawia si € (w tym
sensie, ze zbieznoSc metody MC jest taka sama, a zbieznoS¢ kwadratur pogarsza sie).
> Metoda MC jest szybciej zbiezna od:

reguly trapezow dla d > 4, requly Simpsona dla d > §,
3-punktowej reguty Gaussa dla d > 12, 10-punktowej reguty Gaussa dla d > 40.
Uwaga: Dla 10-punktowej reguly Gaussa w 40 wymiarach potrzeba obliczyc 10*° wartosci

funkcji — praktycznie niemozliwe!

Wady kwadratur numerycznych:

e Trudne do zastosowania w wielu wymiarach (> 2) — z reguty catkuje sie niezaleznie w kazdym
wymiarze. Brak kwadratur prawdziwie wielowymiarowych!

e Trudne do zastosowania dla skomplikowanych obszarow catkowania.

e Nie wszystkie funkcje daja sie dobrze przyblizac wielomianami, np. funkcje nieciagte,
nierdzniczkowalne w punktach itd.

e Bledy catkowania sa trudne do oszacowania!
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