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Wstep 2

Zagadnienie iloSciowego opisu roznorodnych zjawisk i procesow fizycznych, chemicznych,
biologicznych, technicznych, ekonomicznych, spotecznych itd. sprowadza sie czesto do
rozwigzania odpowiednio sformutowanych zadah matematycznych: obliczenia pewnych catek,

rozwigzania rownan rézniczkowych, rownan catkowych, uktadow rownan itp.

Rozwigzanie tego typu zadan matematycznych metodami Monte Carlo wymaga sformutowania
dla nich odpowiednich modeli probabilistycznych, skonstruowania odpowiednich zmiennych
losowych lub procesow stochastycznych, ktorych obserwacja pozwala na oszacowanie
interesujacych nas rozwigzan zadah numerycznych.

Czasem badany proces ma nature probabilistyczng — wowczas sam moze by¢ wzorcem do
zbudowania odpowiedniego modelu Monte Carlo. W takim przypadku rachunki Monte Carlo

beda bezposrednig symulacja (modelowaniem) danego procesu.

Niektore zadania moga nie by¢ natury probabilistycznej, a jednak moze dac sie dla nich

skonstruowac¢ model Monte Carlo dajacy poszukiwane rozwigzanie. Tego typu zagadnienia

wymagaja od nas wiekszej inwencji i wyobrazni!

Modelowanie (symulacje) Monte Carlo stosuje sie szczegolnie do rozwigzywania problemow

trudnych, ztozonych, gdzie metody analityczne, czy tez inne metody humeryczne zawodza.
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Wstep 3

» Powody stosowania metod modelowania (symulacji) proces ow, zjawisk itp.
e Chcemy sprawdzic¢, czy dany model teoretyczny opisuje badana rzeczywistoSc, np. fizyka.

® Przeprowadzenie rzeczywistych eksperymentow moze by¢ zbyt kosztowne, np. ekonomia (moze

takze wywotac niezadowolenie spoteczne).

Przeprowadzenie rzeczywistych eksperymentow jest niemozliwe dla nas, np. kosmologia (nie

mozemy kreowacC wszechSwiatow i badac ich ewolucji).

Przeprowadzenie rzeczywistych eksperymentdow moze by¢ niehumanitarne, np. biologia,

medycyna (badanie rozwoju mutacji, chorob zakaznych itp.).

Przeprowadzenie rzeczywistych eksperymentdow moze byc niebezpieczne, np. wojsko (badanie

efektow dziatania nowych rodzajow broni, roznych strategii wojennych itp.).

Prowadzenie rzeczywistych obserwacji moze by¢ zbyt czasochtonne, np. klimatologia, geologia,

socjologia.

» Modelowanie MC polega na konstruowaniu (generowaniu) odpowiedniej proby losowej dane;

populacji i obliczaniu pewnych jej parametrow: wartoS¢ oczekiwana, wariancja, wyzsze momenty,

funkcje korelacji, rozktady r6znych wielkosci itd.
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Przyktad z fizyki cz gstek 4

e W eksperymentach fizyki czgstek polegajacych na zderzaniu czastek natadowanych o wysokich

energiach produkowanych jest bardzo wiele czastek: dziesiatki, setki, a nawet tysigce (np. LHC).

e Do teoretycznego opisu takich procesow uzywa sie wielowymiarowych catek — dla n czastek w
stanie kohcowym liczba wymiarow wynosi 3n — 4.

e Obszar catkowania jest bardzo skomplikowany ze wzgledu na ztozone kryteria detekcji czastek
w urzadzeniach pomiarowych (detektorach).

» Jedynym sposobem weryfikacji przewidywah teoretycznych na podstawie wynikow

eksperymentalnych jest wykonanie modelowania Monte Carlo badanych procesow w oparciu

o konkretne modele teoretyczne, a nastepnie dokonanie odpowiednich poréwnan.

> Sprowadza sie to do generowania wielowymiarowych rozktadow prawdopodobiehstwa danych
przez odpowiednio znormalizowane funkcje podcatkowe oraz wyliczania odpowiednich catek.

> Generowane punkty losowe odwzorowuje sie na wielkosci fizyczne w postaci rodzajow
produkowanych czastek oraz ich energii i pedow. Na tego typu przypadki mozna naktadac
dowolne kryteria pomiarowe.

» Przypadki wygenerowane przez teoretyczne generatory Monte Carlo sa podawane na wejscie

generatorow Monte Carlo modelujacych aparature detekcyjna — dopiero ich wyniki sa

porébwnywane z wynikami eksperymentalnymi.
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Przyktad z fizyki cz gstek 5

Podstawowa strategia analizy danych eksperymentalnych

DANE EKSPERYMENT U: MODELOWANIE MC:

— baityv d h Generuj dane Monte Carlo
erabaty danyc w opar ciu o modele teor etyczne
na tasmach i/lub dyskach. (sygnal + tlo).

Y Y

RECONST RUKCJA!: RECONSTRUKCJA:

Znajdz energiei kierunki Znajdz energiei kierunki
obser wowanych czastek. obser wanych czastek.

v Y

ANALIZA: ANALIZA:

Zredukuj wyniki do kilku Zredukuj wyniki do kilku
prostych rozkladow (histogramy) prostych rozkladow (histogramy)
czulych na efekty fizyczne, czulych na efekty fizyczne,

ktor e chcesz badac. ktor e chcesz badac.

POROWNAJ
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System masowe] obstugi 6

» ROznego rodzaju modele masowej obstugi  stosuje sie do opisu procesow w przemysle, handlu,
transporcie, telekomunikacji, informatyce (systemy operacyjne, sieci komputerowe, ...) itd.

System masowej obstugi charakteryzuje si  e:

1. Strumieniem zgtosze n, ktory okreSlony jest przez podanie tgcznego rozktadu
prawdopodobienstwa dtugosci przedziatbw czasu pomiedzy kolejnymi zgtoszeniami.

. Istnieniem pewnej liczby urzadzen obstuguj acych, zwanych tez kanatami . Kazdy kanat
charakteryzuje sie czasem, w jakim dokonuje obstugi. Czas ten jest zmienng losowa, ktorej
rozktad powinien by€ z gory okreSlony. Zgtoszenia pojawiajace sie w chwilach, gdy kanaty sa
zajete, tworza kolejk e.

. Regulaminem czekania na obstug e i regulaminem obstugi - réwniez opisywane za pomoca

pewnych rozktadow prawdopodobiehstwa.

> Jezeli zgloszenia obstuzone przez jeden system kierowane sg na wejScie innego systemu, to

zbior tych systemow obstugi tworzy siec.

» Poniewaz zagadnienia masowej obstugi formutowane sg w jezyku teorii prawdopodobienstwa, to

naturalnymi sposobami ich rozwigzywania stajg sie metody symulacji Monte Carlo.
> Przy uzyciu aparatu analitycznego teorii masowej obstugi mozna rozwigzac niewiele

| w dodatku jedynie stosunkowo prostych zadan.
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System masowe] obstugi z jednym kanatem 7

» Najprostszym dobrze zbadanym przyktadem systemu masowej obstugi jest system z jednym
kanatem , w ktorym:

® czasy T; miedzy kolejnymi zgtoszeniami sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozktadzie
wyktadniczym z parametrem X (p (X)) = Ae M 2 > 0; B(X) = o(X) = 1/));

® czasy obstugi sa rowniez zmiennymi losowymi o rozktadzie wyktadniczym z parametrem u;
e zgloszenia tworza kolejke uporzadkowana wedtug czasow ich nadejscia (FIFO).

System jest scharakteryzowany przy pomocy prawdopodobienstw pn(t) zdarzen polegajacych na
tym, ze w chwili ¢ znajduje sie w nim (w kolejce i w obstudze) n zgtoszen.
> Jezeli A/u < 1, to p,, () maja pewna granice przy t — oo, ktora nie zalezy od ¢ — stan

stacjonarny (ten przypadek moze by¢ catkowicie rozwigzany metodami analitycznymi).

» Symulowanie (modelowanie) MC polega na generowaniu zmiennych losowych o rozktadzie
wyktadniczym i obliczaniu liczby zgtoszeh w systemie w ustalonej chwili £.
> Szacowanie prawdopodobienstw p,, (t) mozna uzyskat przez powtorzenie symulacji IV razy
| zbudowanie histogramu rozktadu liczby zgtoszeh w systemie w chwili czasu .
[> Z reguly oblicza sie nie wartosci py, (), lecz inne charakterystyki, np. $redni czas zycia
w kolejce w okresie [0, t] itp.
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Typowy przyktad systemu masowej obstugi 8

Niech t1, 2, ... beda chwilami, w ktérych nadchodza zgtoszenia.

e Zaktadamy, ze zmienne 7, = t,, —tn,_1 (n =1,2,...,t9 = 0) sa niezalezne i maja

jednakowy rozktad o dystrybuancie A(7,) = A(T).

Jezeli w chwili zgtoszenia wolnych jest [ kanatow obstugi, to zgtoszenie moze wybrac¢ sobie

kanat, np. z najkrotszym Srednim czasem obstugi.

Zaktadamy, ze czasy z obstugi zgtoszen przez poszczegOlne kanaty sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozktadzie z dystrybuanta B (z) oraz ze, gdy [ > 0, to zgtoszenie
natychmiast zajmuje jeden z kanatow obstugi. Jezeli [ = 0, to zgtoszenie zajmuje miejsce w

kolejce.

Kolejki moga by¢ réznego typu: priorytetowe, FIFO, LIFO itd. System obstugi moze by¢
wywtaszczajacy, tzn. pewne zgtoszenia moga przerywac obstuge innych zgtoszen.

> My rozwazymy przypadek kolejki FIFO bez wywtaszczen.

Zgtoszenia obstuzone opuszczajg system tworzgc strumien wyjSciowy.
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Typowy przyktad systemu masowej obstugi 9

Symulacje Monte Carlo:
e Generujemy kolejno chwile pojawiania sie zgtoszen:
tl - T1, t2 :t1—|—7'2, e ooy tn :tn_l—I—Tn

oraz czasy trwania obstugi:
1y B2 «+ -y Zm

wedtug rozktadow o dystrybuantach odpowiednio A(7) i B(z).

e Jezeli u,, oznacza czas czekania n-tego zgtoszenia na rozpoczecie obstugi, to ¢,, + u,, jest
chwilg rozpoczecia obstugi tego zgtoszenia, a t,, + u,, + 2, jest chwila, gdy opuszcza ono
system.

Niech ¢, + Wy 4, (¢ = 1,..., k) oznacza chwile, w ktorej i-ty kanat kofnczy obstuge tych

sposrod (n — 1) pierwszych zgtoszen, ktore byty w nim obstugiwane, tzn. w,, ; jest diugoScia

odcinka czasu pomiedzy chwilg t,, a chwilg, w ktorej ¢-ty kanat kohczy obstuge tych zgtoszen,
ktore nastapity do chwili ¢,,.
> Wowczas:

Up = min{Wp 1,..., Wk} -
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Typowy przykiad systemu masowe) obstugi 10

Symulacje Monte Carlo — c.d.

e Wektor W, = (W1, ..., Wy k) Opisuje sytuacje w kazdym kanale w procesie obstugi. W
chwili poczatkowej wektor w jest znany (zwykle jest to wektor zerowy).

Zgloszenie o numerze n jest obstugiwane przez jeden z kanatbw o numerze 1 takim, dla
ktorego:

’wn,io = min {’U_Jn,l, coey U_)n,k} .
Fakt ten uwzgledniamy zwiekszajac 1¢-ta sktadowa powyzszego wektora o czas obstugi z,,:

U_}n,z’o = U_}n,io + Zn -

Nastepna zmiana nastepuje po czasie 7,41, kiedy to pojawia sie nowe zgtoszenie.
Wektor w,, 1 obliczamy odejmujac od kazdej sktadowej wektora w,, wartosS€ 7,41, przy
czym sktadowe ujemne zastepujemy zerami, tzn,

wn+1,zzmln{0, wn,z_Tn+1}7 /I/:].,...,k.

Najmniejsza wartoSC sktadowej wektora w41 przyjmujemy za u,1 (tzn. czas czekania

(n + 1)-ego zgtoszenia na rozpoczecie obstugi). Jezeli najmniejsza wartoSc pojawia sie dla

kilku sktadowych wektora w,, 1, to mozemy np. wybrac sktadowa (kanat) o najmniejszym

numerze albo z jednakowym prawdopodobienswem wylosowac ktoras z takich sktadowych.
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Typowy przykiad systemu masowe) obstugi 11

Symulacje Monte Carlo — c.d.

» Wykonujgc taka symulacje pracy systemu mozemy oszacowac rozne charakterystyki:
> Na przyktad, jezeli nastapito [NV zgtoszen, to:

N
=5 >
= — un
N
n=1
moze byC oszacowaniem Sredniego czasu czekania na rozpocz ecie obstugi .

> W analogiczny sposob konstruuje sie estymatory innych wielkoSci:
e Srednia liczba zglosze h czekaj gcych na obstug e,
e Srednia liczba wolnych kanat 6w,

e Sredni czas przebywania zgloszenia w systemie itd.

» Zwykle za pomocg metod Monte Carlo symuluje sie bardziej skomplikowane systemy i sieci niz
w przedstawionym przyktadzie. Rozklady wyjSciowe nierzadko konstruuje sie eksperymentalnie
| wstepnie opracowuije.
> Na przykiad, jezeli symuluje sie ruch pasazerski na pewnej linii autobusowej, to charakterystyki
strumienia pasazerow powinny by¢ okreslone eksperymentalnie na kazdym przystanku tej

linii.
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Typowy przykiad systemu masowe) obstugi 12

» W modelach masowej obstugi poza rozktadem wyktadniczym z parametrem statym A lub

zaleznym od czasu )\(t), rozwaza sie czesto rowniez nastepujace rozklady:

e Rozkiad Erlanga — o gestosci prawdopodobienstwa:

)\k Xk—l 6—)\X
(k—1)

prA(X) =

> Taki rozktad ma suma k niezaleznych zmiennych losowych o rozktadzie wyktadniczym

z gestoscig py(X) = de .

e Rozkilad hiperwykiladniczy — o gestosci prawdopodobienstwa:

k k
p(X):ZpZAze_Alxa szzla pz>07 )\’L>07 X >0.
=1 =1

> WielkoSci A; i p; moga w ogoblnosci zalezet od czasu.

— Rozklad ten mozna generowacC metoda superpozycji rozktadoéw wyktadniczych.

» Do programowania zadan symulacyjnych opracowano nawet specjalne jezyki algorytmiczne,
np. SIMULA, SIMPAC, SIMSCRIPT.
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Przyktad zagadnienia z teorii gier 13

Symulacja bitwy czotg ow

» Praca wykonana dla sit zbrojnych Szwecji (S. E. Andersson, 1966).

e Zaktada sie, ze w bitwie bierze udziat co najwyzej 15 czotgow z kazdej strony.

e Zaklada sie, iz na skutek duzej szybkostrzelnosci i wysokiego prawdopodobiehstwa trafienia z
odlegtosci mniejszych niz 1.5 km bitwa odbywa sie tak szybko, ze mozna pominac
przemieszczanie sie czolgow w czasie jej trwania, tzn. czotgi prowadzag ogien tylko z ustalonych
pozycji, a ich ruch jest mozliwy tylko w poczatkowym okresie.

Caly przedziat czasowy dzieli sie na jednakowe podprzedzialy i po kazdym okresie czasu
analizuje sie ,,pole bitwy” uwzgledniajac wszystkie zmiany spowodowane dziatalnoScia
walczacych czotgow.

Zaktada sie, ze kazdy czolg moze znajdowac sie w jednym z nastepujacych stanow:
. Nieuszkodzony.
. Moze tylko strzelac.
. Moze tylko sie poruszac.
P. Stan przejsciowy.
. Zniszczony.
> W stanie przejsciowym znajduje sie czotg, ktéry zostat porazony, ale nie zniszczony

— po pewnym czasie moze przejsc do jednego z trzech poprzednich stanow.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 13



Przyktad zagadnienia z teorii gier 14

Symulacja bitwy czotg 6w — c.d.

Czolg, poza stanem, charakteryzuje sie rowniez innymi cechami: predkosc, rodzaj uzytej broni
w danej chwili, szybkostrzelnoS¢, czas wyjScia ze stanu przejsciowego itd.

> Niektore z nich moga byc¢ state, inne moga sie zmienia¢ w czasie bitwy.

Dziatanie strony A przeciwko stronie B opisuje sie przy pomocy macierzy dziata n:
Map = (mag(i,j)) -
> Niech A; oznacza i-ty czotg strony A, a Bj oznacza j-ty czotg strony B — wbwczas
map(t,J) przyjmuje nastepujace wartoSci:

map(i,j)= 0 1 2 3 4
Czy czolg A; zauwazytczotlg B; nie tak tak tak tak
Czy czolg A; wziat na cel czotg Bj nie nie tak tak tak
Czy czotg A; chociaz raz wystrzelit do czotgu Bj nie nie nie tak tak

Czy w danej chwili pocisk czotgu A; leci do czotgu Bj nie nie nie nie tak

> Np. map (z', j) — 3 oznacza, ze A; przygotowuje sie do nastepnego strzatu do Bj.
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Przyktad zagadnienia z teorii gier 15

Symulacja bitwy czotg 6w — c.d.

Poczatkowa faza jest bardzo wazna dla wyniku bitwy, zwtaszcza bardzo wazne jest jak szybko
obie strony zauwaza sie wzajemnie — zalezy to od wielu czynnikdw. Np. jezeli czotg jest

zamaskowany w pewnej stacjonarnej pozycji, to trudno go zauwazy¢ dopoki nie wystrzeli.

e W prezentowanym modelu wprowadzono prawdopodobienstwo p;; tego, ze czotg A; zauwazyt

czotg B; w okresie czasu (¢ — At, t) pod warunkiem, iz nie zauwazyt go w okresie czasu

(0,1 — At):

pis () = 9 i () ; Sj,k(t) Kil At
Z?]

gdzie
0, t < Ti,j

gi,j(t) =
17 t Z Ti,5

T;.j jest chwila, w ktorej nastapita bezpoSrednia widocznoSc miedzy A; i Bj.

h;(t) jest funkcja intensywnosci obserwacji A; — jest ona stata do i po chwili czasu t = %o, a
dla ¢ = t9 ma dodatni skok; %5 jest chwila, w ktérej wiadomo, ze pojawilty sie czolgi
nieprzyjacielskie — jest ona suma chwili ¢; zauwazenia przez strone A przeciwnika po raz

pierwszy i pewnego losowego odstepu czasu podania tej wiadomosci.
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Przyktad zagadnienia z teorii gier 16

Symulacja bitwy czotg 6w — c.d.

Funkcja S (t) charakteryzuje efekt stwierdzenia, ze w chwili ¢t czotg B; oddat k-ty strzat.

WielkosS¢ Kj uwzglednia efekt maskowania sie, natomiast dz-,j jest odlegtoscig miedzy A; i Bj.

Macierz (Ti,j) wyznacza sie w poczatkowej fazie ruchu czotgow — uwzglednia sie przy tym

warunki miejsca, jak istnienie mgty itp.
Reguty wyboru celu byty w rozwazanym modelu zdeterminowane.

Postugiwano sie dwoma rodzajami taktyki:

1. Strzelanie natychmiast po zauwazeniu celu  — stosowana w przypadku niespodziewanego

kontaktu.

2. Strzelanie narozkaz dow 0Odcy — stosowana w przypadku zawczasu przygotowanego ataku.

Jezeli cel byt zniszczony lub znajdowat sie w stanie przejsciowym, to wybierano nowy cel.

Wprowadzano przy tym rozne priorytety uwzgledniajgc wzajemne potozenie przeciwnikow.

Zaktadano, ze prawdopodobienstwo porazenia jest funkcjg odlegtoSci miedzy czotgami, a

ponadto zalezy od rodzaju broni, doktadnosci okreSlenia odlegtosci i wielkoSci celu.
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Przyktad zagadnienia z teorii gier 17

Symulacja bitwy czotg 6w — c.d.

Jezeli trafiono w cel, to przechodzit on do innego stanu.
Zaleznie od wymienionych wyzej czynnikdw obliczano tablice prawdopodobienstw przejsc
miedzy stanami nastepujacej postaci:

1—1, 2—2, 33— 3,

1—2, 2—4, 3—4,

1 — 3,

1 — 4.

Doktadnosc okreSlenia odlegtoSci zmieniata sie na dwoch poziomach, natomiast wielkoS¢
obserwowanego celu zalezata od czasu jaki uptynat od chwili, w ktorej nastgpita bezposrednia

widocznoS¢€ celu i przyrastata skokowo przyjmujac trzy r6zne wartoSci.

Odcinek czasu pomiedzy dwoma wystrzatami definiowano jako sume dwoch zmiennych
losowych o okreslonych rozktadach prawdopodobienstwa oraz sktadnika statego zaleznego od

rodzaju broni.

» Przedstawiony model jest przyktadem rozwigzywania zadan z teorii gier — formalny opis

| rozwigzanie tego typu zadah na drodze analitycznej jest praktycznie nie do zrealizowania!
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Perspektywy 18

» Wiecej konkretnych zastosowan i przyktadow modelowania (symulacji) Monte Carlo (w réznych

dziedzinach) omawianych jest na dalszych kursach bloku programowego ,,Modelowanie

komputerowe” :
e Modelowanie zjawisk makroskopowych.
e Komputerowe modelowanie uktadow ztozonych.
Modelowanie rynkow finansowych.
Oprogramowanie eksperymentow fizyki.

Zastosowanie wybranych zagadnienh optymalizacyjnych w ekonomii.
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