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Mniej lub bardzie] praktyczne
zastosowania metod Monte Carlo

Problem komiwojazera.
e Paradoks Parrondo.
e Losowy szereg harmoniczny.
e Czekanie na autobus.
e Osobliwa gra w trzy monety.

e Czekanie na czerwonym Swietle.

= P. J. Nahin, ,,Digital dice”, Princeton University Press, 2008.
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Problem komiwojazera (Traveling Salesman Problem — TSP) 2

Komiwojazer (agent handlowy) startujac z bazy w pewnym miescie, do ktorej na koncu musi

wrocic, ma odwiedzic (n — 1) innych miast poruszajac sie po mozliwie najkr 6tszej drodze .

Jezeli n jest duze, to stajemy przed niezwykle pracochtonnym zadaniem policzenia dtugosci

kazdej z mozliwych (n — 1)! drog, by wérod nich znalez¢ te najkrotsza.

Istnieja systematyczne algorytmy obliczeniowe do okreSlania optymalnego porzadku wyboru
kolejnosci odwiedzanych miast, a zatem wyznaczania dtugosci [ najkrotszej drogi — niestety
wymagaj g duzych mocy obliczeniowych!

> Czy mozna znalez¢ prostszy sposbb wyznaczenia [?

Jest oczywiste, ze [ powinno zaleze¢ od pola powierzchni P obszaru zawierajgcego miasta oraz

od gestosci % miast na tym obszarze.

> Mozemy zatem przyjac, iz:

b
[ ~ P¢ (%) — pa—bpb,
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Problem komiwojazera (Traveling Salesman Problem — TSP) 3

e Z analizy wymiarowe] wynika, ze:
1

a—b=—
2

(wymiar dtugosci jest pierwiastkiem kwadratowym wymiaru powierzchni).
» Stad:

1 1
[ ~ P2n 2,

e Jezeli pomnozymy pole powierzchni przez czynnik o utrzymujac przy tym statg gestoS¢ miast, to

otrzymamy:

11
[ ~ az2a% 2 = .

e Z drugiej strony w takim przypadku odlegtoS¢ miedzy miastami sie nie zmieni (bo stata gestosc),

natomiast liczba miast zmieni sie a-krotnie, zatem [ zmieni sie tez a-krotnie, czyli:

[ ~ .

» Z powyzszego mamy:
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Problem komiwojazera (Traveling Salesman Problem — TSP) 4

Zatem ostatecznie:

| =Fk(nP)z,

gdzie k£ — nieznana stata.

W ogolnosci | musi oczywiscie zalezet¢ od ksztattu obszaru zajmowanego przez miasta oraz od
szczegotowych lokalizacji tych miast. Mozna jednak pokazac, ze poza zaniedbywalna liczba
szczegolnych przypadkow ani ksztalt, ani szczegotowe utozenie miast nie maja znaczenia, jezeli
N jest odpowiednio duze.

> Zatem powyzsze wyrazenie jest prosta asymptotyczna formuta dla duzych n.

Aby m 6c uzy ¢ powyzszej formuty do praktycznych oblicze  f, potrzebujemy zna ¢ warto §¢
statej k

Zadna z dotychczas znanych teorii matematycznych nie pozwa la wyznaczy € analitycznie

warto $ci k.

Do obliczenia wartosci £ mozna wykorzystac eksperyment Monte Carlo:

Bierzemy prosty obszar, np. kwadrat jednostkowy, i rozmieszczamy w nim jednorodnie i losowo

n punkow, a nastepnie obliczamy [, skad mamy: |k = [ (nP)~1/2 |
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Problem komiwojazera (Traveling Salesman Problem — TSP) 5

e Taki eksperyment Monte Carlo moze wymagac sporej mocy obliczeniowej, ale kiedy raz

wyznaczymy k dla szczegolnego (prostego) przypadku, to wykalibrujemy nasza teorie i mozemy

powyzszej formuty uzywac w dalszych praktycznych zastosowaniach.
» Okazuje sie, ze:

e W ten sposob jednak wyznaczymy tylko dtugosc [ najkrotszej drogi, ale ciggle nie wiemy, ktore;
konkretnie drodze ta wartoS¢ odpowiada?

> W niektorych problemach tego typu celem moze byc jedynie wyznaczenie wielkosci bedacej
odpowiednikiem diugosci minimalnej drogi w problemie komiwojazera.
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Problem komiwojazera (Traveling Salesman Problem — TSP) 6

e Problem ten mozna przedstawit wazonego grafu G z n weztami oznaczonymi liczbami

1,2,...,n, ktére reprezentuja miasta, oraz krawedziami miedzy nimi reprezentujgcymi

odlegtoSci miedzy miastami — wagi w; ;.

Przyktadowy graf dla problemu komiwojazera: gruba linia pokazuje przyktadowa droge
komiwojazera z miasta-bazy oznaczonego czerwong kropka przebiegajaca przez wszystkie

miasta danego obszaru oznaczone czarnymi kropkami i konczaca sie w punkcie wyjscia.

e Istniejg algorytmy Monte Carlo pozwalajgce doS¢ wydajnie rozwigzywac ten problem, np.

algorytm Metropolisa—Hastingsa  (w oparciu o metody fizyki statystyczne)).
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Paradoks Parrondo 7

Juan Parrondo (fizyk hiszpanski), 1997
» Czy przez potaczenie dwoch gier przegrywajgcych mozna uzyskac gre wygrywajaca?

e Wezmy dwie gry A i B oparte o rzut monetg. Na poczatku gry posiadamy kapitat IVI dolar 6w.

1. Gra A polega nha rzucie nieuczciw g monet g, w ktérej prawdopodobienstwo wyrzucenia orta

O wynosi:
1

1
P(X:O:XE{O,R})ZE—E, O<e<§, np. € = 0.005.

Kiedy wyrzucimy orta, to wygrywamy 1 dolara, a kiedy reszke R, to przegrywamy 1 dolara .
» Gra jest przegrywaj gca — wraz z jej uptywem nasz kapitat M bedzie topniaf!
2. W grze B mamy dwie nieuczciwe monety

moneta nr 1: P(X:O):%—e, O<e<%,

monetanr2: P(X =0)=2—¢ 0<e<?.

Jezeli nasz kapitat M jest wielokrotnoscig 3 dolar 6w, to rzucamy monetanr 1, aw

przeciwnym wypadku monet g nr 2. Podobnie jak poprzednio, orzet wygrywa 1 dolara, a
reszka przegrywa 1 dolara..

» Gra jest r 6wniez przegrywaj acal — Mozna to nietrudno pokazac analitycznie.
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Paradoks Parrondo 8

1
3 -

e Gra C polega na losowym przet agczaniu mi edzy grami A i B z prawdopodobie nstwem
> Z pozoru gra wyglada na przegrywajaca.
» A jednak gra jest wygrywaj aca! — nasz kapitat M roSnie wraz uptywem czasu gry!
= Cwiczenie do samodzielnego wykonania (nieobowiazkowe):
Wykonac¢ symulacje Monte Carlo gier B i C. Pokazac, ze gra B jest przegrywajaca, a gra C
wygrywajaca. \Wskazowka: Wykona¢ wykres $redniej z proby losowej dla M (k), gdzie
k =1,2,...jestliczba rzutbw moneta, w zaleznosci od k, przez powtorzenie gier np. 10 razy.

» Przyktadowe wyniki dla Sredniej z proby losowej 104 powtorzen gier (na poczatku M = 0):

Ensemble average of capital

Ensemble average of capital

| 1 | | e | 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Number of coin flips

i ]
30 40 50 60

Number of coin flips
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Losowy szereg harmoniczny 9

e Niech
ty € {—1,1}:

» Twierdzenie Rademachera :
Jezeli 22021 ci < 00, to szereg Zzozl ti.cp. jest zbiezny z prawdopodobienstwem 1

(moga istniec szeregi rozbiezne tego typu, ale to zdarza sie z prawdopodobienstwem zero, tzn.

,,prawie nigdy”).

e \W szczegolnosci tzw. losowy szereg harmoniczny (random harmonic series — RHS) postaci:

.t
> %

k=1

,,prawie na pewno” jest zbiezny, bo 2120:1 kig < 00Q.

e Teoretyczne studia nad tym szeregiem zostaty opublikowane w 1995 roku przez matematyka
K. E. Morissona, gdzie wyniki analityczne byly dodatkowo poparte symulacjami Monte Carlo.
Wyniki obliczeh Monte Carlo zgodzity sie rezultatami teoretycznymi, co stanowito dodatkowy

(mocny) argument dla poprawnosci tych ostatnich.
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Losowy szereg harmoniczny 10

= Cwiczenie do samodzielnego wykonania (nieobowiazkowe):
ti

, . . ;. . mn
Wykonac obliczenia Monte Carlo sum czesciowych losowego szeregu harmonicznego Zk:l %
dlan = 102, 103, 10*, przy probach losowych np. 102, 10*, 10° powtorzen. Wyniki zilustrowaé

odpowiednimi histogramami.

» Przyktadowe wyniki dla n = 100 i proby losowej 50 000 powtorzen:

Number of partial sums

) 0 1
Partial sum of the RHS
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Czekanie na autobus 11

e Dany przystanek obstuguje n linii autobusowych (tramwajowych, metra, kolejowych itp.).
Autobusy kazdej linii jezdza co godzine, przy czym autobusy 1-szej linii przyjezdzaja na
przystanek doktadnie o rownych godzinach, a pozostate (n — 1) w pewnych odstepach czasu.
Pasazer, ktory nie zna rozktadu jazdy autobusow traktuje te odstepy czasu jako losowe o
rozktadzie rownomiernym w zakresie od 0 od 1 godziny. Zatem sam przychodzi na przystanek

w losowym czasie. Jaki jest Sredni czas czekania (t) takiego pasazera na autobus?

= Cwiczenie do samodzielnego wykonania (hieobowiazkowe):

Wykonac symulacje Monte Carlo powyzszego problemudlan =1, 2, 3,4, 5.

> Zadanie to mozna rozwigzac analitycznie, co wymaga liczenia (n — 1)-Wymiarowych catek.

» Szczegolne rozwigzania:
>n = 1: (t) = 30min. (oczywiste!),
>n = 2: (t) = 20 min. (mniej oczywiste!).

Rozktady rownomierne odstepow czasbw przyjazdu mozna zastapi¢ bardziej ztozonymi
rozktadami — r6znymi dla r6znych linii, ewentualnie uwzgledniajgcymi opbznienia zwigzane ze
staniem w korkach itp. (r6zne o r6znych porach dnia). — Nie stanowi to problemu dla metod

Monte Carlo, natomiast analitycznie moze by¢ trudne (a nawet niemozliwe) do rozwigzania!
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Czekanie na autobus

12

Przyktadowe wyniki symulacji Monte Carlo dla statystyki 10° préb
(odstepy czasu losowane z rozkladu rownomiernego)

Wiestaw Ptaczek

(t) 7]

(t) [min.]

n
1
2
3
4
D

0.4996
0.3335
0.2503
0.2001
0.1667

~ 30
~ 20
~ 15
~ 12
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Osobliwa gra w trzy monety 13

» G. W. Petrie, 1941

Trzech graczy posiada odpowiednio [, m i n monet. Kazdy z graczy bierze jedng monete ze swoje;
puli, a nastepnie wszyscy rownoczesnie rzucaja tymi monetami. Jezeli dwie z nich pokazujg te sama
strone (dwa orty lub dwie reszki), a trzecia przeciwng (odpowiednio reszke lub orta), to dwaj gracze,
ktobrych monety pokazujg to samo oddajg je temu trzeciemu. Jezeli natomiast wszystkie monety
pokazuja to samo (trzy orty lub trzy reszki), to wszyscy trzej powtarzajg rzut tymi samymi monetami.
Gra trwa dotad, az ktodry$ z graczy straci wszystkie monety.

— Jaka jest Srednia liczba rzut 6w monetami w tej grze?

> Teoretyczne rozwigzanie tego zadania pojawito sie dopiero po 25 latach i to tylko dla przypadku

uczciwych monet!

» Problem ten mozna tatwo rozwigza¢ metoda Monte Carlo dla dowolnego przypadkul!

= Cwiczenie do samodzielnego wykonania (nieobowigzkowe):

Wykonac symulacje Monte Carlo powyzszego problemu np. dla nastepujacych trojek
(l,m,n)=(1,1,1),(1,2,3),(2,3,4), (3, 3,3),(4,7,9). Jak zmienia sie wyniki jezeli monety
beda nieuczciwe, np. przy prawdopodobienstwie wyrzucenia orta p = 0.4? Sprawdzi¢ wyniki dla
innych wartosci (I, m,n) oraz p.
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Osobliwa gra w trzy monety 14

Przyktadowe wyniki symulacji Monte Carlo dla 10* powtorzen gry

teoria: p = 0.9 | MC:p=0.5 | MC:p =04
1.333 1.335 1.3877
2 2.0022 2.0814

5.1428 5.161 5.36
18.6667 183.8065 19.4875

m
1
2
3 4.5714 4.5779 4.7721
3
7

> Istnieje rozwigzanie teoretyczne tego problemu réwniez dla przypadku nieuczciwych monet,

ale jego zlozonosc¢ obliczeniowa rosnie wyktadniczo ze wzrostem [ + m + n.
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Czekanie na czerwonym Swietle 15

® Pieszy wedruje ulicami duzego miasta, w ktdrym ulice przecinaja sie pod katem prostym
(typowe dla centrow miast USA), a na kazdym skrzyzowaniu znajduja sie Swiatta sygnalizacyjne.

e Kiedy pieszy dochodzi do skrzyzowania, to zawsze w jednym kierunku napotyka na Swiatta
czerwone, a w kierunku prostopadtym na Swiatta zielone i dalej podaza w tym wiasnie kierunku.
Przyjmujemy, ze pieszy napotyka Swiatta czerwone i zielone w dwu prostopadtych kierunkach

zupetnie losowo i z jednakowym prawdopodobienstwem.

Powiedzmy, ze startuje on ze skrzyzowania o wspotrzednych (m, n) a chce dotrze¢ do miejsca

znajdujacego sie przy skrzyzowaniu (0, 0). Na poczatku moze sie poruszat w ,lewo” i w ,,dot" —

wowczas nie musi czekac na Swiattach, bo zawsze bedzie miat zielone w ktdéryms kierunku. Ale
gdy dojdzie do ktorejs krawedzi &k = 0 lub 7 = 0, to wtedy bedzie sie poruszat tylko w jednym

kierunku (w ,,lewo” lub w ,,dot”) i czasem bedzie musiat czekac na czerwonym Swietle.
— lle razy Srednio pieszy b edzie musiat czeka ¢ na czerwonym Swietle zanim dotrze do celu?

= Cwiczenie do samodzielnego wykonania (nieobowiazkowe):
Wykonac symulacje Monte Carlo powyzszego problemu i obliczyc Srednig liczby napotykanych
czerwonych Swiatet dla kazdego z 1001 przypadkow z zakresu 0 < m = n < 1000 oraz

sporzadzic jej wykres.
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Czekanie na czerwonym Swietle 16

Schemat ulic duzego miasta
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Czekanie na czerwonym Swietle 17

» Rozwigzanie rekurencyjne

Niech E'(j, k) oznacza warto$¢ oczekiwana liczby czerwonych $wiatet napotykanych przez

przechodnia w trakcie wedrowki z miejsca (7, k) do miejsca (0, 0).

— Otrzymujemy nastepujaca formute rekurencyjna:

1 1
E(]7k): iE(]_lak)—FiE(]?k_l)a .]7k>07

z warunkami brzegowymi:

1
B(0.k) =Sk, k>0,

. . .
E(J,0)=§J, j>0.

> WartoSc tego wyrazenia mozna oblicza¢ numerycznie albo metoda rekurencyjna, albo iteracyjna.

— Czasochtonne dla duzych j i k!

= Cwiczenie do samodzielnego wykonania (nieobowigzkowe):
W oparciu o powyzszg formute rekurencyjna obliczac Srednig liczby napotykanych czerwonych

Swiatet przez przechodnia — tak jak w poprzednim ¢wiczeniu. Porownac otrzymane wyniki z

wynikami symulacji Monte Carlo.
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Czekanie na czerwonym Swietle 18

Srednia liczby czerwonych  $wiatet napotykanych przez przechodnia

18

16

14

12

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wykiad 14



