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Eliminacji Gaussa warto uzywa¢ do rozwigzywania pojedynczego réwna-
nia

Ax=Db, detA #0 (1)

lub do kilku takich réwnan, o ile ich wszystkie prawe strony sg z gory znane.
(Przyktadem takiej sytuacji jest rozwigzywanie liniowych rownan macie-
rzowych, w tym niezwykle egzotyczna sytuacja, w ktérej nalezy znalez¢
jawng odwrotnos¢ danej macierzy.) Widzimy wszkaze, ze kolejne kroki
eliminacji Gaussa zalezg wytgcznie od elementdéw macierzy A — prawe
strony, choC trzeba je przeksztatcaC, sg niejako “biernymi” uczestnikami
procesu. Nalezy pomyslec o algorytmach, ktére zajmujg sie samg macie-
rzg, odktadajgc przeksztatcanie prawych stron (kolmun wyrazéw wolnych)
do czasu, gdy bedzie to naprawde potrzebne.
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Takimi algorytmami sg faktoryzacje, czyli przedstawienie macierzy A jako
iloczynu dwu macierzy w jakim$ sensie prostszych:
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Faktoryzacja LU

Przypuscmy, ze udato nam sie znalez¢ faktoryzacje
A=L-U, (3)

gdzie macierz U jest trojkgtna gorna (wszystkie elementy ponizej gtownej
przekatnej sg zerami), natomiast L jest trojkatna dolna; dodatkowo przy;j-
mujemy, ze jej wszystkie elementy diagonalne sg rowne 1, [;; = 1. Takag
faktoryzacje nazywamy faktoryzacja LU.
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Jezeli faktoryzacja LU jest znana, rOwnanie

Ax=LUx=b (4)
~~—~
y
rozwigzujemy jako
Ly = b (5a)
Ux = vy (5b)

Pierwsze z tych rownan rozwigzujemy metodg forward substitution, drugie
— metodg back substitution. Poniewaz sg to rownania z macierzami troj-
katnymi, koszt obliczeniowy rozwigzania kazdego z nich wynosi O(N?2),
a zatem koszt rozwigzania (@) wynosi O(2N?2).

Pozostaje jezcze “tylko” dokona¢ samej faktoryzaciji.
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Algorytm Doolittle’a

Aby dokonaé faktoryzacji LU, nalezy obliczyé N2 nieznanych elementéw
macierzy L, U. Rozpiszmy (3):
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(6)

Okazuje sig, ze rozwigzywanie rownan na poszczegolne elementy [;;, upq
jest proste, jezeli przeprowadza sie je we wtasciwej kolejnosci, odpowiada-

jacej kolejnym kolumnom macierzy A.
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Pierwsza kolumna: Aby znalez¢ pierwszg kolumne macierzy A, mnozymy
kolejne wiersze L przez pierwszg kolumne macierzy U. Ale ta kolumna
ma tylko jeden element. Otrzymujemy

U1
lo1u11
l31u11

InN1u11

ailil
az1
a3zl

an1

(7)

Z pierwszego z rownan obliczamy w711, a nastgpnie z kolejnych

021,131, -, N1
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Druga kolumna: Wyrazenia na elementy drugiej kolumny macierzy A po-
wstajg z przemnozenia kolejnych wierszy L przez drugg kolumne U:

U2 = a1o
lo1u1o  + up> = ano
l31u12  +  Il3ouop = a32 (8)
IN1uip + Inyouno = apno

Z pierwszego z tych réwnan obliczamy uq5. W tym momencie uq- jest juz
znane, podobnie jak obliczone wczesniej 141, a zatem z drugiego z réwnan
(8) obliczamy uo5, a z kolejnych I35, 145, ..., IN>.

| tak dale.
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Widac, ze sredni koszt obliczenia ktdrego$ z nieznanych elementow ;;, upq
jest rzedu O(N). Poniewaz elementdéw tych jest N2, ztozono$¢ nume-
ryczna algorytmu Doolittle’a wynosi O(N3). Catkowity koszt rozwiazania
uktadu réwnan liniowych, a wiec faktoryzacji LU i rozwigzania uktadow
rownan z macierzami tréjkatnymi (5)), jest taki sam, jak eliminacji Gaussa.

Przewaga faktoryzacji LU nad eliminacjg Gaussa polega na tym, iz przy
pomocy faktoryacji LU mozna rozwigzywa¢ dowolnie wiele robwnan z ta-
Kimi samymi lewymi stronami (macierzami), przy czym “kosztowng” czesc¢,
a wiec sama faktoryzacje, oblicza sie tylko raz.

Z uwagi na symetrie problemu i na kolejnos¢ wykonywanych obliczen, fak-
toryzacja LU nie wymaga dodatkowej pamieci do zapamietania obliczo-
nych elementow faktoryzacji: elementy macierzy L (bez diagonali) zapa-
mietujemy w poddiagonalnym tréjkacie macierzy A, elementy macierzy U
— na diagonali i w ponaddiagonalnym trojkacie A.
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Przyktad

W celu dokonania faktoryzacji LU macierzy

(1 2 2
2 1 2 (9)
2 2 1
musimy rozwigzaé réwnania
(1 2 2] 1 11 w1 wio wisz |
2 1 2| =11l 1 Uoo U3 (10)
_221_ _l31 l32 1__ u33 |

ze wzgledu na l;;, ug;. W tym celu zapiszmy indywidualne rownania, na

jakie rozpada sie
(9) kolumnami.

10

), W kolejnoéci odpowiadajgce przeglagdaniu macierzy
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Pierwsza kolumna macierzy (9) odpowiada

U1 = 1 (1 18.)
l31u11 = 2 (1 1C)

skad natychmiast otrzymujemy
uip =1, Il =2, lI31=2. (12)

Zwrdcmy uwage, iz pierwsze z rownan (11) stuzy do wyliczenia elementu
macierzy U, drugie i trzecie — do wyliczenia elementow macierzy L.

Druga kolumna odpowiada

Uiy = 2 (13a)

lojuip +uop = 1 (13b)
l31u12 + l3ouonp = 2 (13c)
1
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Zauwazmy, ze jesli rownania (13) rozwigzywacC w kolejnosci ,naturalnej”,
od gory do dotu, kazde z nich okazuje sie by¢ rownaniem z jedng niewia-
doma. Pierwsze dwa stuzg do wyliczenia elementéw macierzy U, trzecie
do wyliczenia elementu macierzy L. Otrzymujemy

2
uip =2, uppy = —3, l32=§- (14)
Trzecia kolumna (9) daje
u13 = 2 (15a)
loju1z +up3z = 2 (15b)
l31u13 +l30up3 +u3zz = 1 (15¢)

W tym wypadku wszystkie trzy rownania (15) sluzg do obliczenia elemen-
tow macierzy U. Podobnie jak poprzednio, jesli rbwnania te rozwigzywac

Copyright © 2010-15 P. F. Géra 3-12



od gory do dotu, kazde z nich jest rownaniem z jedng niewiadomg. Jako
rozwigzanie otrzymujemy

5
uiz =2, up3z = —2, uzz3 = —3- (16)
Ostatecznie
1 171 2 27 (1 2 2]
2 1 3 2 |=|212 (17)
2 5
I 2 3 1 11 -3 | I 2 21 |
Réwnos¢ w (17) mozna sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem.
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Algorytm Crouta

Przedstawiony algorytm nie zawiera wyboru elementu podstawowego (pi-
votingu), ten zas jest niezbedny dla stabilnosci catego procesu. Z uwagi
na symetrie faktoryzacji, tylko czesciowy wybdr elementu podstawowego
jest mozliwy. Omowimy to na przyktadzie. Rozwigzaujgc réwnania (8) po-
czgwszy od drugiego z nich, obliczamy

looups = ano — lojugo (loo=1)
[3ounp = azp — I31u12 (18)

INou22 = an2 — IN1u12
Poréwnujemy teraz wyliczone lewe strony réwnan (18) i wybieramy naj-
wiekszg (na modut) z nich; te uznajemy za “wtasciwe” u,> — odpowiada
to permutacji wierszy macierzy A. Nalezy takze spermutowac juz obli-
czone wiersze macierzy L. W rezultacie otrzymujemy faktoryzacje LU nie
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samej macierzy A, ale macierzy réznigcej sie od niej pewng permutacjg
wierszy.

Przykiad

Rozpatrzmy problem znalezienia nastepujgcej faktoryzaciji:

2 4 1 1 1 0 00 U111 U112 U113 U4

1 2 3 1| _ |lpy 1 0O O uoo w23 ung

oO12 —-1| [31 I3o 1 0 O O w33z u3zg
i —1 1 0 1 i i l41 l42 l43 1 1 L 0 0] 0 Ugq4

(19)
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Faktoryzacje znajdujemy przechodzgc macierz A kolumnami, poczynajgc

od lewego gornego rogu. Pierwsza kolumna daje zatem

ail - U] = 2 (203.)
ani - lQlull =1 (20b)
azy @ l3jui1 =0 (20c)
agl i laiuinp = -1 (20d)
Po przejrzeniu pierwszej kolumny faktoryzacja ma postac
2 4 1 1 ] 1 0 OO__Q u1> uU13 U4 |
123 1| _| 2 1 00/||0 ux upz upsg
O 1 2 -1 o 0 l32 1 0 0 0 u33 U334
-1 10 1] | -3 lap luyz 1[0 0O O uas.
(21)
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Przystepujemy do przegladania drugiej kolumny:

a1 . uip =4 (22a)
ans> - %-4—|—u22=2::>u2220 (22b)
azo> . 0-44lI3oupp =1 == lIlzounpr =1 (22¢)
agp —% 4+ lgoupp =1 == lgoupp =3 (22d)

Widagé, iz rbwnan (22) nie da sie rozwigzac ze wzgledu na i35, l4>. Dzieje
sie tak dlatego, ze aktualny element diagonalny (,element podstawowy”)
jest zerem. Aby unikng¢ tej sytuacji, nalezy przestawi¢ drugi wiersz fakto-
ryzowanej macierzy z pewnym innym wierszem lezgcym ponizej drugiego;
oczywiscie nalezy takze przestawic juz obliczone elementy macierzy L od-
powiadajgce przestawianym wierszom A. Jako wiersz, ktdry zajmie miej-
sce wiersza drugiego, wybieramy ten, ktdéry prowadzi do najwiekszej (na
modut) wartosci po prawej stronie rownan (22), jako ze ta wartos¢ stanie
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sie nowym elementem diagonalnym, przez ktéry bedziemy dzielic. W na-

szym przyktadzie jest to wiersz czwarty. Zatem

2
—1
O
1

4

1
1
2

WNNO R

1
1
—1
1

1 O
1

-3 1
0 l32

0 0
00
1 0

5 lan laz 1]

[ 2
O
O

0

4 w13

u22 u23
0 wu33

0

O

U4
U24
U34
U44

(23)

Kolory wskazujg co z czym byto przestawiane. Podkreslam, iz w macierzy
L przestawieniu podlegaja tylko juz obliczone elementy, a wiec elementy
lezgce na lewo od aktualnie analizowane] kolumny. Poniewaz wiersze le-
zace powyzej aktualnie obliczanego elementu diagonalnego nie ulegajg
zmianie, obliczong wartos¢ w1 mozna juz byto wpisa¢ do macierzy. Teraz
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z tatwoscig obliczamy

1
anso . —5-4—|—u22=1 —> U9y =3 (24a)
1
as3o . O- 4—|—l32’LL22—1 = l32—§ (24b)
1
a4 5-4+l42uzz=2 = l42 =0 (24c)
a zatem
241 17 | 10 00|72 4 uiz ug]
1
-110 1| _|—-51 0O 0 3 un3 uog (25)
012 -1|"| 0% 10/||00 usz uza |
_123 1_ %Ol431 _OO OU44_
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Przystepujemy do przeglgdania trzeciej kolumny.

aiz: wuiz=1
| 1 1
ansz . —E-ul3—|—u23:O::>u23:§
1 11
a33 : 0'U13+§°UQ3+U33=2==>U33=€
1
aq3 : 5'U13+0'uz3+l43U33 = 3 = la3u33z =

W tym wypadku nie musimy permutowac wierszy (rownania

26

(26a)
(26b)

(26C)
5

> (260)

nie za-

wierajg dzielenia przez zero), tym niemniej powinnismy to zrobi¢, aby ele-
mentem diagonalnym byt element o mozliwie najwiekszym module. Ponie-
waz 5/2 > 11/6, permutujemy trzeci i czwarty wiersz macierzy A, prze-
stawiajgc jednocze$nie odpowiednie juz obliczone elementy macierzy L.
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=N =D

N WO
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l43

=~ O O O
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o wH

u3

O Ww NF =

U4
U24
U34
U44

(27)

Jak poprzednio, kolory pokazujg elementy, ktdre zostaty przestawione. Te-
raz z tatwoscig obliczamy najpierw brakujgce elementy uz3z, la3, poOzniej
zas elementy ostatniej kolumny macierzy U — w tym przypadku nie trzeba
(a nawet nie da sie) wykonywac juz zadnych ,pivotow”. Ostatecznie otrzy-

mujemy
o 4 1 1 } O O0O0][2 4 } %
-1 10 1 —= 1 00 0O 3 5 =
1 2 3 1 g O 10 O O % % (28)
012 -1 011 1]|000 -2
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Wida¢ zatem, ze

1. Faktoryzacja LU nie wymaga de facto rozwigzywania skomplikowa-
nego uktadu réwnan, jako ze kazde z rozwigzywanych réwnan jest
rownaniem z jedng niewiadoma, jesli tylko macierz A jest przegladana
we wiasciwej kolejnosci. Obliczenie jednego elementu wymaga ~ N
operacji, wszystkich elementéw jest N2 zatem koszt obliczeniowy fak-
toryzacji LU jest rzedu O(N3).

2. Macierz A mozna przeglada¢ kolumnami poczynajgc od lewego gor-
nego rogu, lecz jeszcze bardziej naturalna jest nastepujgca kolejno$¢:

(a) Zaczynamy od lewego goérnego rogu.
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(b) Przegladajac k—tg kolumne od pozycji diagonalnej w dét obliczamy
wszystkie iloczyny ;. upz, lk_|_17kukk, oy Inyrug, bez wykonywa-
nia dzielenia przez uy;. Jako element podstawowy wybieramy ten
z nich, ktéry ma najwiekszg (na modut) wartos¢ — w tym celu prze-
stawiamy odpowiednie wiersze A oraz odpowiednie elementy L
stojgce w juz obliczonych kolumnach (1, ..., k—1). Teraz wykonu-
jemy dzielenie przez nowe uy; (I, = 1). Widaé, ze iloczyndéw
L. upk, S > k, nie trzeba ponownie oblicza¢, poniewaz zostaty po-
liczone przed wybraniem elementu podstawowego.

(c) Po przejrzeniu k—tej kolumny przegladamy k—ty wiersz poczynajgc
od pozycji k+1 (poprzednie elementy tego wiersza zostaty juz ob-
liczone przy okazji przegladania poprzednich kolumn), jako ze nie
biorg one udziatu w wyborze elementu podstawowego, wszystkie
zas elementy potrzebne do ich obliczenia sg juz w tym momencie
znane.
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3. Na skutek zastosowania wyboru elementu podstawowego dostajemy
nie faktoryzacje wyjsciowej macierzy A, lecz faktoryzacje macierzy
roznigcej sie od macierzy wyjsciowej kolejnoscig wierszy (poréwnaj
lewe strony (19) i (28)). Trzeba zapamigta¢ te permutacje wierszy,
jako ze przy rozwigzywaniu réownania Ax = b trzeba zastosowac te
samag permutacje elementoéw wektora b.
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Faktoryzacja Cholesky’ego

Niech A € RVXN pedzie symetryczna, AL = A, i dodatnio okre$lona:
vxeRY, x#0: x'Ax > 0. (29)
Wowczas istnieje alternatywa dla faktoryzacji LU: faktoryzacja postaci
A =cCc’l, (30)

gdzie C jest macierzg tréjkatng dolng o elementach diagonalnych wigk-
szych od zera. Znalezienie faktoryzacji Cholesky’ego jest mniej wiece;
0 potowe szybsze, niz znalezienie faktoryzacji LU tej same] macierzy.
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Najprostszy algorytm jest bardzo podobny do algorytmu Doolittle’a:

C11 Ci1 €21 €31 C41 ... ail a21 4azi a41
C21 C22 C22 C32 C42 o a21 a2 asz2 a42
C31 C32 C33 C33 C43 o = a3l aso ass a43
C4al C42 C43  C44 Caa ... aal1 Q42 Q43 Q44
N ) N v N v
~” "~ ~~
C CT A

Pierwsza kolumna macierzy A daje
2

c11 — 0aii1
cp1C€11 = a21
c31€11 = a3z1 (32)
c41€11 = @41

Z pierwszego z tych réwnan obliczamy c1 1, z kolejnych ¢»1, c37 itd.
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Druga kolumna daje

Pierwsze z rownan (33

, 011651 = ani
c51 T ¢35 = a2
c31C21 + €32C00 = a3zo
C41C21 + C42C20 = a4

jest identyczne z drugim z réwnan

32).

(33)

Drugie

z rownan (33) pozwala na wyliczenie cy5. Dalsze réwnania pozwalajg wy-

|iCZYé C32,C42 itd.

| tak dale].

Z uwagi na symetrie problemu, przy obliczaniu faktoryzacji Cholesky’ego
nie jest mozliwy wybér elementédw podstawowych. Z uwagi na kolejnosc
obliczen, obliczone czynniki Cholesky’ego mozna przechowywac¢ w tym
samym miejscu, co elementy pierwotnej macierzy A.
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Faktoryzacja LDL

Jezeli macierz spetnia zatozenia potrzebne do przeprowadzenia faktoryza-
cji Cholesky’ego, mozna takze znalez¢ jej inng faktoryzacje:

A=LDLT". (34)

gdzie L jest macierzg trojkatng dolng o tej wiasnoséci, ze Vi: [;; = 1, nato-
miast D jest macierzg diagonalng o dodatnich elementach. Zaletg faktory-
zacji LDL w stosunku do faktoryzacji Cholesky’ego jest to, iz do znalezienia
LDL nie potrzeba pierwiastkowan.
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Macierze rzadkie

W wielu praktycznych zastosowaniach wystepujg macierze rzadkie, to zna-
czy takie, w ktorych liczba elementdéw niezerowych ro$nie wolniej niz N2,
gdzie N jest wymiarem macierzy. Na przyktad w macierzy tréjdiagonalnej
liczba niezerowych elementdéw skaluje sie jak O(3N), a w macierzy pa-
smowej o P dodatkowych diagonalach jak O((2P + 1)N). Mozliwe sg
takze inne struktury macierzy rzadkich.
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Macierze rzadkie i efektywnos¢ numeryczna

Dla efektywnosci numerycznej jest niestychanie wazne, aby zastoso-
wany algorytm uwzgledniat strukture macierzy, tak, aby nie trzeba byto
wykonywac redundantnych mnozen przez zero i dodawan zera, a nawet
zeby nie przechodzi¢ przez zerowe elementy.

e Dla macierzy trojdiagonalnej faktoryzacji LU dokonujemy w czasie li-
niowym, O(N), ale za to niemozliwy jest wybdr elementu podstawo-
wego.

e Jezelimozliwa jest faktoryzacja Cholesky’ego macierzy M -diagonalnej,
takze jej czynnik Cholesky’ego bedzie M-diagonalny. Moze jednak
pojawi¢ sie niekorzystne zjawisko, zwane wypetnieniem: Jezeli sama
macierz ma zera “wewnairz” pasma, jej czynnik Cholesky’ego nie musi
ich mie¢, co moze bardzo niekorzystnie wptyng¢ na wydajnos¢ nume-
ryczng.
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Przykiad

Czynnik Cholesky’ego nastepujgcej macierzy rzadkiej

(niewypetnione elementy sg zerami) bedzie macierzg pefna.

(39)
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Minimum Degree Algorithm

Niech A € RV*XN bedzie macierza posiadajaca faktoryzacje Cholesky’ego,
dla ktérej zachodzi niebezpieczenstwo pojawienia sie wypetnienia. Wypet-
nienie zalezy od struktury macierzy, nie od wartosci jej poszczegolnych
elementéw. Zamiast rownania

Ax=Dhb (36a)

mozemy rozwigzywac réwnanie
(PAPT) (Px) = Pb (36b)
gdzie P jest macierzg permutacji. (Jest to macierz ortogonalna.) Jeésli
A jest symetryczna i dodatnio okreslona, takze macierz PAP? jest sy-
metryczna i dodatnio okreslona, a wiec posiada ona swojg faktoryzacje
Cholesky’ego. Macierz P staramy sie dobrac¢ tak, aby wypetnienie w czyn-
niku Cholesky’ego spermutowanej macierzy byto mozliwie mate. Problem
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znalezienia permutacji takiej, aby wypetnienie byto najmniejsze z mozli-
wych jest NP-zupetny, w praktyce do poszukiwania P postugujemy sie al-
gorytmami heurystycznymi. Z historycznych powodow, z uwagi na zwig-
zek pomiedzy macierzami symetrycznymi a grafami (struktura zerowych-
niezerowych elementow pozadiagonalnych macierzy symetrycznej odpo-
wiada macierzy sgsiedztwa pewnej klasy grafow nieskierowanych), algo-
rytmy te nazywa sie minimum degree algorithms. Przeglad tych algoryt-
moéw wykracza, niestety, poza zakres wyktadu ze wstepu do metod nume-
rycznych.

Jezeli znalezienie efektywne] permutacji nie wydaje sie tanie i wygodne,
mozna rozwazyC uzycie zupetnie innej klasy algorytmow, na przyktad al-
gorytmow iteracyjnych.
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Przykiad

Macierz po prawej stronie stanowi optymalng permutacje macierzy po lewej. W obu
macierzach 32 elementy (doktadnie potowa) jest pusta. Gdyby zastosowac faktoryzacje
Cholesky’ego do macierzy po lewej, czynnik trojkgtny miatby tylko 4 (zamiast 16)
elementow zerowych. Czynnik Cholesky’ego macierzy po prawej bedzie miat 13
elementéw zerowych (trzy elementy sie wypetnia).
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Transformacja Householdera

Niech u € RY, u % 0. Tworzymy macierz

T

W sposéb oczywisty P = P. Obliczmy

T T
P2 — (]1-2%) (]1-2%)
|ul| |ul]

2
[a]l

T
. uuT uuT _|_4uu uuT
= l—-er—5 —2—5 Z
|ul| |ul] |ul|
. UUT +41111T
[ul|? ul|?
— I (38)
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Skoro P? = P oraz P2 = I, P! = P—1: macierz (37) jest macierza
symetryczng, rzeczywistg oraz ortogonalng. Macierz takg nazywamy or-
togonalng macierzg rzutowsa.

Niech teraz w (37

u=x7 x| e, (39)

gdzie €1 jest pierwszym wektorem jednostkowym. Macierz (37) wraz z (39
nazywam macierzg Householdera. Obliczam

ouulx

2
[u]

Zauwazmy, ze ulx = xI'x F ||x|| e{x = 1x]|? F ||x|| z1, gdzie =1 jest
pierwszg sktadowg wektora x.

(40a)

Px =x —

T

Copyright © 2010-15 P. F. Géra 3-36



Analogicznie |[ul® = (x ¥ |x] &))" (x FIIx][é1) = xTx F ||x[|z1 F
Ix|| 21 + lIx[|* = 2 ([Ix]|* F I|x|| z1). Wobec tego

2u ([[x)1? F fIx]| 1)
2 (I1x)1? F lIx]| 1)
Efektem dziatania macierzy Householdera na wskazany wektor jest wy-
zerowanie wszystkich jego sktadowych, poza pierwszg, i “przelanie” catej

jego dtugosci na pierwszg sktadowa. Ztozonos¢ obliczeniowa tej procedury
wynosi O(N).

=x—u=+|x|&;. (40b)
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Faktoryzacja QR

Niech A € RV*N_ Niech P; oznacza transformacje Householdera zbu-
dowang na pierwszej kolumnie macierzy A. Otrzymuje

P{A = A4 (41)
(o o o o | (6 o o o |
e o o o e o o
Pi| o o o o = o o o
o o o o o o o

Transformacja Householdera P wyzerowata pierwszg kolumne macierzy
A, za wyjagtkiem elementu diagonalnego. Ztozonos¢ obliczeniowa tego
kroku wynosi O(N?) (transformacja Householdera dziata na N kolumn).
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Niech teraz

1
0

P,=| 0
0 (N—l)P2
0

(42)

gdzie (V=L p, ¢ RIV-1)x(N~-1) jest transformacja Householdera, zbu-
dowang na drugiej kolumnie macierzy A1, poczynajac od elementu diago-

nalnego w dét. Otrzymujemy

P>P1{A =PrA1 =Ar =

(43)

Copyright © 2010-15 P. F. Géra

3—-39



Nastepnie definiuje

o O

o O

o o

OO OO0 o —
O OO — 0O

0

(N-2)p,

(44)

gdzie (N=2)p5 ¢ RIV=2)x(N-2) jest transformacja Householdera, zbu-
dowang na trzeciej kolumnie macierzy A, poczynajgc od elementu diago-
nalnego w doét. Stojgca w lewym gornym rogu macierz jednostkowa stuzy
do tego, zeby nie zepsuc struktury, ktérg osiggnelimy w poprzednich kro-
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kach. Otrzymujemy

e o o o
e O ©o
P3P>P{A = P3As, = A3z = o o (45)
o
Widac, ze po N —1 krokach osiggne
[ e O ©o o |
o O [
R = ® o :\PN_lPN_Q---P];A (46)
o

R jest macierzg trojkatng gorng. Poniewaz macierze P; sg ortogonalne,
ich iloczyn, oznaczony przez Q! takze jest macierza ortogonalng. Nie
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musimy zapamietywac poszczegolnych macierzy P;, wystarczy zapamie-
tac ich iloczyn.

Otrzymalismy zatem dla dowolnej macierzy kwadratowej faktoryzacje na
macierz ortogonalng i trojkgtng gorna:

A =QR. (47)

Ztozono$6 obliczeniowa faktoryzacji QR wynosi dla macierzy petnych O(N3),
czyli tyle samo, co faktoryzaciji LU, jednak wspoétczynnik przy wyrazie wio-
dgcym jest gorszy niz dla LU. QR nie jest wiec metodg “z wyboru” roz-
wigzywania uktaddéw réwnan liniowych. Jesli jednak z jakichs wzgledéw
faktoryzacje QR mozemy tatwo (lub musimy) obliczy¢, uktad réwnan linio-
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wych rozwigzujemy jak nastepuje:

Koszt obliczeniowy przejscia od (48b

nie

48c

o
< & P
oK
Al

Qb

do

48c

(48a)
(48b)
(48c)

wynosi O(N?2). Réwna-

rozwiazujemy metoda backubstitution, co takze kosztuje O(N?2).
Jest to wiec koszt maty w poréwnaniu z dokonaniem samej faktoryzacii.
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Obroty Givensa

Transformacja Householdera stuzy do zerowania wielu sktadowych jakie-
gos wektora. Jezeli chcemy selektywnie wyzerowac jakie$ sktadowe —
lub jesli interesujgcy nas wektor ma jakas szczegdlng postaé — bardziej
efektywne od transformacji Householdera bedg obroty Givensa.
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Macierz Givensa ma postac (niezaznaczone elementy sg zerami)

1 _

G(i,j) = | 1 (49)

1

gdzie wyrdznione elementy znajdujg sig na pozycjach, odpowiednio, (i, 1),
(4,7), (4,%), (4, 7). Przyjmujemy, ze ¢ = cosf, s = sinf. Macierz (49
jest macierzg obrotu w ptaszczyznie (x;, ;) 0 kat 6 przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara. Jest to macierz ortogonalna.
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Niech x bedzie pewnym wektorem i niech y = G(4, 7)x. Sktadowe wek-
tora y wynosza

( cr; + ST k=1
Yp = § —sz;+cx; k=] (50)
| Tk poza tym

Zazgdajmy, aby y; = 0. Widag¢, ze musi zachodzi¢
. T; _ Lj

JER T
Obrét Givensa (49) wraz z warunkami (51)) zeruje j-tg sktadowg wybranego
wektora. Sktadowa i-ta przybiera wartos$é \/xf + 22,

C S

(51)
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Faktoryzacja QR macierzy tréjdiagonalnej symetrycznej

Rozpatrzmy macierz A € RV >V trojdiagonalng symetryczna

a
b

o Qo

A= (52)

Q O

g
h 1

Zadziatajmy na nig macierzg Givensa takg, aby zerowata drugi element
pierwszej kolumny

c1 $S1
—S1 A
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/a2 + b2 ab-+bd |
\/ 2_|_b2 \/ 2_|_b2

ad—b?
A1 =G1A = Va 2+b2 Va 2+b2 (54)
9

g h

Wiersze macierzy A, poczagwszy od trzeciego w dot zgadzajq sie z wier-
szami macierzy A. OQObliczenie macierzy A; wymaga wykonania statej,
niezaleznej od rozmiaru macierzy, liczby operacji. W wyniku otrzymalismy
macierz, w ktorej poddiagonalne elementy pierwszej kolumny sg zerami.
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Macierz A1 mnozymy przez macierz Givensa

1

co 8o
Go = —S5 € (55)
1

dobrang tak, aby zerowata trzeci element drugiej kolumny macierzy A;.
Pierwszy wiersz i pierwsza kolumna nie zmieniajg sie, podobnie jak wier-
sze poczagwszy od czwartego. W rezultacie macierz A, = GoA1 =
G->G1A ma zera w poddiagonalnych miejscach dwu pierwszych kolumn.
Ten krok takze wymaga statej, niezaleznej od rozmiaru macierzy, liczby
operacji.

W kolejnym kroku macierz A, mnozymy przez takg macierz Givensa, ktéra
wyzeruje czwarty element trzeciej kolumny. | tak dalej.
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W ten sposob, po N —1 krokach, ponoszac koszt numeryczny O(N) (staty
koszt na krok, ~ N krokéw), otrzymujemy

_O e o ]
o O [
Gy_1---GoG1A =R = ], ey
o (
- ‘ -
czyli
A:g{Gg---GJTV_L R (56b)
Q

Macierz QQ jest ortogonina. Macierz R jest trojkatna gérna (tak naprawde
ma ona tylko dwie niezerowe diagonale nad diagonalg gtdbwng). Widzimy,
ze (56Db) jest faktoryzacjg QR macierzy trojdiagonalnej symetryczne,.
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Zastosowanie do rozwigzywania uktadu rownan liniowych

Jezeli chcemy uzy¢ obrotéw Givensa do rozwigzania uktadu réwnan linio-
wych

Ax=bh, (57)

gdzie A jest trojdiagonalng macierzg symetryczng, postepujac jak poprzed-
nio otrzymujemy kolejno

GiAx = Gib (58a)

GoG1Ax = G-G1b (58b)

GN_l---GQGlAXERX = GN_l---GQGlb. (580)
Oczywiécie istotne jest tylko rownanie (58c) — lewych stron poprzednich

rownan nie musimy wylicza¢. Kazde kolejne mnozenie po stronie prawej
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wykonujemy w statym czasie, a wiec do postaci Rx = b dochodzimy
w czasie O(N). To réwnanie rozwigzujemy metodg backsubstitution, co,
z uwagi na szczegolng posta¢ macierzy R, takze da sie wykona¢ w czasie
liniowym.

Przyktad ten pokazuje, ze mozemy odnies¢ duzy zysk na
ztozonoSci obliczeniowej, jesli tylko dobierzemy odpowiedni
algorytm odpowiadajacy strukturze — w tym wypadku
rzadkosci i symetrycznosci — macierzy.

Uwaga: Skumulowanej macierzy Givensa Q nie musimy wyliczaé w spo-
s6b jawny — gdybysmy to chcieli zrobié, wymagatoby to O(N?) operacii.
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Wzor Shermana-Morrisona

Twierdzenie: Niech A € RVXN  det A # 0 oraz u,v € RY. Niech
A1 = A+ uvl. Wéwczas
A~ lyvT A1
1+ vIiA-1lu

ATt=A"1 (59)

Zauwazmy, ze poniewaz det A # 0, macierz A~ ! istnieje. Ponadto wyra-
zenie v A~ 1u jest liczbg (skalarem).
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Przykiad

Niechu =v = [1,0,0,0, 1]%. Wéwczas

1[[1 00 0 1] 10001
0 00000
uv! =0 =|00000O0 (60)
0 000O00O
1 10001
Niech teraz
31000 41001
14100 14100
A=|01410]|, Ai=A+4+u'!’=]01410
00141 00141
00013 1001 4

(61)
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Dowdd.

A~ luvlA—1
T —1
(A + uv ) (A B VTA—1u>

1
_ ~1 —1,. T A—1 T A —1
= AA _1—|—VTA—1uAA uv' A" 4+uv' A
1
. —— u yTér_lu VTA—l
1+viA™ u to jest liczba!
_ 1 T A —1 T A —1 viA~lu T A -1
=1 - 1—|—VTA—1uuv A " 4+uv A7~ — 1—|—VTA—1uuv A
1 VTA_]'u T 1
=3 1 — — A - =1. 62
+< 14+ vIA—1u 1—|—VTA_111> i (62)

[]
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Algorytm Shermana-Morrisona

Wzdér Shermana-Morrisona (59) pozwala zkonstruowaé odwrotnos¢ ma-
cierzy A jeSli znamy odwrotno$¢ A. Jednak w praktyce prawie nigdy
nie konstruujemy jawnej odwrotnosci macierzy! Jak wiec zastosowac ten
wzor?

Zauwazmy, ze zapewne chcemy obliczyC jakie$ Aflb, gdzie b jest zna-
nym wektorem, przy zatozeniu, ze tatwo potrafimy obliczyé A~1b. Intere-
suje nas znalezienie

(63)

A luyvliA—l
A —1y _ -1
A — A1 b = <A — >

1+ vIiA—1lu
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Algortym wyglada nastepujaco:
(a) Rozwigz réwnanie

Az =D (64a)
(b) Rozwigz réwnanie
Aq=u (64Db)
(c) Oblicz
vlz
W:z—1+quq. (64c¢)

Problem sprowadza sie wiec do rozwigzania dwu réwnan (64a)),(64b) z ta-
kg samg macierzg, ktére umiemy szybko rozwigzac, gdyz — na przyktad
— znamy faktoryzacje macierzy A. Zauwazmy, ze v A~1b = v1z jest
liczbag.
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Przyktad (c.d.)

Pierwsza z macierzy (61) jest macierzg symetryczng, dodatnio okreslong
| trojdiagonalng, a wiec jej czynnik Cholesky’ego ma tylko dwie niezerowe
diagonale, a koszt jego wyliczenia jest rzedu O(N). Czynnik Cholesky’ego
drugiej z tych macierzy jest petng macierzg trojkgtng (nastgpi wypetnienie)
i koszt jego wyliczenia jest rzedu O(N3) (wyobrazmy sobie, ze zamiast
0 macierzach 5 x 5, mowimy o macierzach 1000 x 1000). Zastosowanie
algorytmu (64) redukuje problem do znalezienia i dwukrotnego zastosowa-
nia rzadkiego czynnika Cholesky’ego pierwszej z macierzy (61). Da sie to
zrobi¢ w czasie liniowym.
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