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Singular Value Decomposition

Twierdzenie 1. Dia kazdej macierzy A € RM*N N > N, istnieje rozktad
A = U [diag(wy)] V", (1)

gdzie U € RMXN jest macierza kolumnowo ortogonalna, V. € RV*N jgst
macierzg ortogonalng oraz w; € R, 1 = 1,..., N. Rozktad ten nazywamy
rozktadem wzgledem wartosci osobliwych (Singular Value Decomposition,
SVD). Jezeli M = N, macierz U jest macierzg ortogonalnag.
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Jadro i zasieg operatora

Niech A € RMXN _ Jadrem operatora A nazywam

KerA = {x e RN : Ax =0}. (2)

Zasiegiem operatora A nazywam

RangeA:{yeRM:HXGRN:szy}. (3)

Jadro i zasieg operatora sg przestrzeniami liniowymi. Jesli M = N < oo,
dim (Ker A) 4+ dim (Range A) = N.
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Sens SVD

Sens SVD najlepiej wida¢ w przypadku, w ktérym co najmniej jedna z wartosci w; = O.
Dla ustalenia uwagi przyjmijmy wi; = 0, w;«1 # O.

Po pierwsze, co to jest z = [z1,22,...,2,]7 = VIx? Poniewaz V jest macierzg or-
togonalng, z jest rozkladem wektora x w bazie kolumn macierzy V. Korzystajac z (),
dostajemy

0

Ax = U [diag(w;)] VIx = U [diag(0,ws, ..., wx)]z=TU | 272 (4)

WNZN

Wynikiem ostatniego mnozenia bedzie pewien wektor z przestrzeni RY. Poniewaz pierw-
szym elementem wektora [0, waz2, ..., wnzn]? jest zero, wynik ten nie zalezy od pierw-
sze| kolumny macierzy U. Widzimy zatem, ze kolumny macierzy U, odpowiadajgce nie-
zerowym wspofczynnikom w;, stanowig baze w zasiegu operatora A.

Co by zas sie stato, gdyby x byt rownolegty do wektora stanowigcego pierwszg kolumne
V? Wéwczas z = 0, a wobec tego Ax = 0. Ostatecznie wiec widzimy, ze kolumny ma-
cierzy V, odpowiadajgce zerowym wspotczynnikom w;, stanowig baze w jgdrze operatora
A.
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SVD i odwrotnos¢ macierzy

N
Niech A € RV*N, Zauwazmy, ze |det A| = [] w;, a zatem det A = 0 wtedy i tylko
=1
wtedy, gdy co najmniej jeden w; = 0. Niech det A %= 0. Wowczas rownanie Ax = b
ma rozwigzanie postaci

x = A"'b =V [diag(w; )| U'b. (5)

Niech teraz det A = 0. Rownanie Ax = b takZe ma rozwigzanie, o ile tylko b ¢
Range A. Rozwigzanie to ma posta¢ x = A~1b, gdzie

A~ =V [diag(w; )] U". (6a)
gdzie
-1 '
0 gdy w; = 0.
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SVD i macierze osobliwe

Wroemy jeszcze raz do problemu osobliwych (z zerowym wyznacznikiem
gtéwnym) uktadédw réwnan, wspomnianego juz na stronie 5. Jezeli
det A = 0, uktad réwnan z catg pewnoscig nie ma jednoznacznego roz-
wigzania. Moze jednak mieC rozwigzanie (a nawet nieskonczenie wiele
rozwigzan), jezeli prawa strona nalezy do zasiegu A. Jest to rbwnowazne
warunkowi, ze wszystkie wyznaczniki poboczne we wzorach Cramera ze-
rujg sie. Wowczas rozwiazaniem uktadu réwnan jest kazdy wektor postaci

x = A" 1b + xg, (7)

gdzie A~1 jest pseudoodwrotnoécia dang przez (g), za$ xo € KerA jest
dowolnym wektorem nalezgcym do jgdra. Rozwigzanie z xg = O ma spo-
srod nich najmniejszg norme. Zauwazmy, ze na wektory nalezgce do za-
siegu, pseudoodwrotno$¢ dziata jak zwykta odwrotnos¢ macierzy.
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Jezeli b nie nalezy do zasiegu, wyrazenie z xg = 0O daje rozwigzanie
przyblizone i najlepsze w sensie najmniejszych kwadratow, co niekiedy jest
bardzo uzyteczne.
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SVD i wspotczynnik uwarunkowania

Twierdzenie 2. Jezeli macierz A € RVN*YN posiada rozktad (1)) oraz det A # 0, jej wspot-
czynnik uwarunkowania spetnia

max |w;|
7

(8)

K= —.
min |w;|
{2

Jesli macierz jest zle uwarunkowana, ale formalnie odwracalna, numeryczne rozwigzanie
rownania Ax = b moze by¢ zdominowane przez wzmocniony btad zaokrgglenia. Aby
tego unikngé, czesto zamiast (bezuzytecznego!) rozwigzania doktadnego (5), uzywa sie
przyblizonego (i uzytecznego!) rozwigzania w postaci (6) z nastepujaca modyfikacjg

~'—1 — wi_l gdy |wl| > T, (9)
! 0 gdy |w;| < 7,

gdzie T jest pewng zadang tolerancja.
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Przykiad

[ 0.666666667
—0.166666666
—0.333333333

T 0.666666667
—0.166666666
| _0.333333333

—0.166666666
0.166666667
—0.166666666

—0.166666666
0.166666667
—0.166666666

—0.333333333
—0.166666666
0.666666667

—0.333333333
—0.166666666
0.666666667

x1
Z2
3
x1
Z2
3

Mamy rozwigzac nastepujgce dwa uktady rownan:

1.284457048
—0.577350273
—0.129756514

1.284457052
—0.577350265

| —0.129756510

10a)

10b)

Rownania te réznig sie tylko prawymi stronami, przy czym norma roznicy
prawych stron jest rzedu 10—8. Btad takich rozmiaréw tatwo moze poja-
wi¢ sie w wyniku jakich$ poprzednich obliczeh lub na skutek niepewnosci
danych “zewnetrznych”, z ktérymi pracujemy.

Macierz w uktadach réwnan (10
a jej czynnik Cholesky’ego wynosi

jest symetryczna i dodatnio okreslona,
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0.816496581
—0.204124145  0.353553392 (11)
| —0.408248290 —0.707106777 0.000077460 |

Rozwigzania réwnan (10) za pomoca faktoryzacji Cholesky’ego majg po-
stac

[ —0.179434106 | [ 3.003048668 |
X, = | —5.237183389 |, X, = | 2.927782158 | . (12)
| —1.593647668 | | 2.488835105

Roznica rozwiazan jest, co do normy, rzedu 10, czyli jest rzedu 10° razy
wieksza, niz réznica prawych stron.
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Faktoryzacja SVD macierzy z uktaddéw

golne tej macierzy sg w przyblizeniu réwne 1

10

pokazuje, ze wartosci szcze-

1

,5,1079. Jesli do rozwigza-

nia uktadéw réwnan (10) zastosowaé pseudoodwrotno$é (9) (r = 10~98),

w obu wypadkach otrzymamy

1.861807320 |
x= | —1.154700538 | .
0.447593757

13) jest jedynie przyblizonym rozwigzaniem rownan (10). Jest ono jednak

(13)

bardziej uzyteczne, niz “Sciste” rozwigzania (12). Te dwa ostatnie najwy-
razniej sg zdominowane przez btad, jaki wystgpit wzdtuz kierunku odpo-
wiadajgcego najmniejszej wartosci szczegdlnej macierzy. Nie wiemy —
| nie mamy sposobu, aby to stwierdzi¢ — ktore z dwu rozwigzan (12

“poprawne”. Przyblizone rozwigzanie

13

jest

PO prostu ignoruje wptyw tego
Kierunku, a wiec i zaburzen wzdtuz niego wystepujacych.

Copyright © 2010-15 P. F. Géra

4—11



Nadokreslone uktady réwnan

Niech A € RMXN A > N, b e RM, x e RY. Wéwczas uktad réwnan
Ax=Db (14)

ma wiecej rdwnan, niz niewiadomych. Ukfad taki, zwany nadokreslonym,
w 0gdblnosci nie ma rozwigzan. Za pomocg SVD mozna jednak znalez¢
jego rozwigzanie przyblizone. Mianowicie

HA (A~1b) — b||2 — minimum (15)

gdzie A~1 jest pseudoodwrotnoscia (6). Widzimy, ze A~1b jest przyblizo-
nym, najlepszym w sensie najmniejszych kwadratow rozwigzaniem uktadu
14). Metoda ta jest powszechnie uzywana w liniowym zagadnieniu naj-
mniejszych kwadratéw.
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Metody iteracyjne

Rozwigzanie uktadu réwnan liniowych, uzyskane za pomoca ktérej$ z do-
tad poznanych metod, bytoby doktadne (Sciste), gdyby nie btedy zaokragle-
nia (ktére, dodajmy, dla uktadow Zle uwarunkowanych moga by¢ znaczne).
Dlatego metody te nazywa sie metodami doktadnymi.

W metodach iteracyjnych rozwigzanie doktadne otrzymuje sie, teoretycz-
nie, w granicy nieskonczenie wielu krokdbw — w praktyce liczymy na to, ze
po skonczonej (i niewielkigj) liczbie krokdw zblizymy sie do wyniku Scistego
w granicach btedu zaokrgglenia.
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Rozpatrzmy uktad réwnan:

a11r1 + a1272 +a13x3 = by (16a)
an1T1 + axoxo + an3rz = bo (16b)
a31r1 + azpx2 + azzrzy = b3 (16¢)
Przepiszmy ten uktad w postaci
r1 = (b1 —aiox2 —aizxrz)/all (17a)
ro = (bp —an171 — ap3r3)/an (17b)
r3 = (b3 —a3z17r1 — azpx2)/asz3 (17¢)

Gdyby po prawej stronie (17)) byty “stare” elementy x;, a po lewej “nowe”,
dostalibysmy metode iteracyjng
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1—1 N
j=1

j=i+1
Gorny indeks z(¥) oznacza, ze jest to przyblizenie w k-tym kroku. Jest to
tak zwana metoda Jacobiego.

Zauwazmy, ze w metodzie (18) nie wykorzystuje sie najnowszych przy-
blizen: Powiedzmy, obliczajgc :cg“"'l) korzystamy z :cgk), mimo iz znane
jest juz wowczas x§k+1>. Za to metode te tatwo mozna zrownoleglic.

Sugeruje to nastepujgce ulepszenie:

1—1 N
x§k+1) = (bi_ Z azjx§k+l) — Z azjx§k>>/azz (19)

Jest to tak zwana metoda Gaussa-Seidela.
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Jezeli macierz A = {a;;} jest rzadka, obie te metody iteracyjne bedg
efektywne tylko i wytgcznie wowczas, gdy we wzorach (18), (19) uwzgledni
sie ich strukture, to jest uniknie redundantnych mnozen przez zera.

Powtorzmy: Dla numerycznej efektywnos$ci metod iteracyjnych jest nie-
stychanie wazne, aby metode zaprogramowac w ten sposob, aby uwzgled-
niaC strukture macierzy rzadkie;.
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Przyktad: Niech macierz A € RV*N ma strukture

(20)
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Metoda Gaussa-Seidela dla macierzy o strukturze (20) ma postaé

(k+1) W)
Tq = (bl - ) ai;z; ) /a11 (21)
j=2
ngk+1) = (bQ — azla}gk_l_l)) /CLQQ
ZCgk+1) = (b3 — a31x§k+1)> /CL33
WD = (bN —aypal )> /anNN

Widag, ze jedek krok (sweep) algorytmu (21) odbywa sie w czasie propor-
cjonalnym do V.
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Troche teorii

Metody Jacobiego i Gaussa-Seidela nalezg do ogdlnej kategorii
Mx 1) = Nx(F) 4 p (22)

gdzie A = M — N jest podziatem (splitting) macierzy. Dla metody Jaco-
biego M = D (czes$¢ diagonalna), N = — (L 4+ U) (czeSci pod- i ponad-
diagonalne, bez przekainej). Dla metody Gaussa-Seidela M = D + L,
N = —U. Rozwigzanie rownania Ax = b jest punktem statym iterac;ji
22).
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Definicja Promieniem spektralnym (diagonalizowalnej) macierzy G nazy-

wam

p(G) = max{|A\[:Jy #0: Gy = Ay} (23)
Twierdzenie 3. lteracja (22) jest zbiezna jeslidet M # 0 oraz p(M~1IN) <
1.

Dowadd. Przy tych zatozeniach iteracja (22) jest odwzorowaniem zwezaja-
cym. []

Twierdzenie 4. Metoda Jacobiego jest zbiezna jesli macierz A jest silnie
diagonalnie dominujgca.

Twierdzenie 5. Metoda Gaussa-Seidela jest zbiezna jesli macierz A jest
symetryczna i dodatnio okreslona.
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Przykiad

10t . . . ]
Metoda Jacobiego —+— |
Metoda Gaussa-Seidela —*— |
10%F ;
10t F £
Rozwigzujemy uktad rownan: i
10° | E
3r —+ y + z = 1 I ]

1

x + 3y —+ z [ .
1 10'4:— :

r + y + 3z

10° F ;
10° F e
10-7 1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30 35 40
nr iteracji, n
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Inny przykiad

Dla macierzy o wymiarach 128 x 128

f128 1 1 1 ... 17

1 2

1 2

1 5 (24)
- 1 2_

(niezaznaczone elementy sg zerami)

zbiezno$¢ z doktadnosécia do 10~ 12 w metodzie Gaussa-Seidela, wedtug
algorytmu (21)), uzyskuje sie w ~ 42 iteracjach.
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SOR

Jesdli p(M~1N) w metodzie Gaussa-Seidela jest bliskie jednosci, zbiez-
nos$¢ metody jest bardzo wolna. Mozna prébowac jg poprawic:

1—1
$§k+1) W (bq;— S aja (k1) Z - )/aii+(1_w)$§k),

(29)

gdzie w € R jest parametrem relaksacji. Metoda ta zwana jest succesive
over-relaxation, SOR. W postaci macierzowe;

MxF+tD) = N,x*) + whb (26)

My = D 4+ wL, Ny, = (1 — w)D — wU. Teoretycznie nalezy dobraé
takie w, aby zminimalizowaé p(M1Ny,).
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