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Strategia minimalizacji wielowymiarowej

Zaktadamy, ze metody poszukiwania minimow lokalnych fukncji jednej zmien-
nej sg znane.

Rozwazmy funkcje f:RY — R, ciagla. Przedstawimy strategie poszukiwa-
nia (lokalnego) minimum tej funkcji w postaci ciggu minimalizacji jednowy-
miarowych.
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1. Aktualnym przyblizeniem minimum jest punkt x;..
2. Wybieramy pewien kierunek poszukiwan py..
3. Konstruujemy funkcje g,.:R — R

gr(a) = f(x + apyg) - (1)
Zauwazmy, ze funkcja gi.(«) jest funkcjg jednej zmiennej. Geome-
trycznie jest to “slad” N+ 1-wymiarowego wykresu funkcji f(x) prze-
cietego ptaszczyzng zawierajgcg punkt x;. i wektor py.
4. Znanymi metodami jednowymiarowymi znajdujemy amin takie, ze funk-
cja (1) osigga minimum. Jest to minimum kierunkowe funkgciji f.

XEp4+1 = Xi + OminPgk - (2)
6. goto 1]
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Przyklad

Niech f : R2 5 R, f(z1,20) = 2.5:15%—|—:1:1w2—|—m%—x1—x2. Przypuscmy,
ze dany jest punkt x;, = (1, 2) oraz kierunek poszukiwan p; = [—1, 1]*.
Wdowczas

gp(a) = f(x + api)
=25(1-a)’+(1-a)2+a)+(2+a)?—(1-a) - (2+a)
— 2502 — 2a+ 5.5 (3)

Jest to funkcja jednej zmiennej, a. Osigga ona minimumdla o = % Zatem
nastepnym punktem bedzie

2 2 2
X 1=+ =pj = (1 -2+ g) — (0.6,2.4) (4)

Wystarczy teraz wybrac kolejny kierunek poszukiwan py; etc.

Copyright © 2009-15 P. F. Géra 12—4



Jak wybiera¢ kierunki poszukiwan?

Caty problem sprowadza sie zatem do wyboru odpowiedniej sekwenciji ko-
lejnych kierunkéw {p;.}.

Okazuje sie, ze inaczej powinnismy wybierac¢ Kierunki
poszukiwan gdy (spodziewamy sie, ze) jestesmy blisko
poszukiwanego minimum, inaczej zas, gdy jestesmy

daleko od minimum.
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Nastepujgce strategie wyboru kierunkow poszukiwan sg bardzo popularne:

e Minimalizacji po wspotrzednych — kolejnymi kierunkami poszukiwan
sg kierunki rownolegte do kolejnych osi uktadu wspoétrzednych.

e Metoda najszybszego spadku, w ktorej kierunek poszukiwan pokrywa
sie z minus gradientem minimalizowanej funkcji w punkcie startowym.
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Przyktad — minimalizacja po wspotrzednych

Zty pomyst: duzo matych krokdw, kolejne kroki poszukiwan niezwigzane z ksztattem funkcji.
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Metoda najszybszego spadku

W metodzie najszybszego spadku co prawda realizujemy najwazniejszy
pomyst na minimalizacje — zawsze podgzamy w kierunku malejgcych war-
tosci — ale czasami poszukiwanie minimow kierunkowych bywa niepo-
trzebnie kosztowne. W dodatku, jesli jesteémy juz blisko minimum, oka-
zuje sie, ze metoda najszybszego spadku takze prowadzi do koniecznosci
wykonywania wielu matych krokdéw, ktore czeSciowo niwelujg efekty osig-
gniete w krokach poprzednich.

Dlatego gdy jestesmy daleko od minimum, nie minimalizujemy, czyli nie
poszukujemy minimow kierunkowych, a jedynie idziemy w kierunku naj-
szybszego spadku funkcji, nie starajgc sie osiggng¢ minimum kierunko-
wego. Gdy zas jestedmy blisko minimum, potrzebujemy jakiej$s lepszej,
bardziej wyrafinowanej metody.
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Przyktad — metoda najszybszego spadku

Wyglada lepiej, ale krokdw prawie tyle samo
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Funkcja Rosenbrocka

Rosenbrock function z = (1-><)2 + lOO(y-xz)2

Funkcja Rosenbrocka f(x,y) = (1 — x)? 4+ 100(y — z?)? jest przyktadem funkgiji,
ktorg trudno zminimalizowaé. W klasycznym zadaniu minimalizuje sie te funkcje star-
tujac z punktu (—3, —4). Wartos¢ funkcji w tym punkcie wynosi 16916, zas gradient to
[-15608, —2600]7, nalezy zatem poruszac sie w kierunku minus gradientu, ale o bar-
dzo niewielki utamek jego dtugosci. Prawy panel pokazuje koncowy przebieg (niezbyt
udanej) minimalizacji funkcji Rosenbrocka za pomocg metody najszybszego spadku.
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W poblizu minimum

Znajdzmy warunek na to, aby f osiggata minimum kierunkowe, czyli aby
g;. 0siggata minimum:

d 0
% - Z 8£;fi (pk)z - (VﬂX:Xmin)TPk =0. (5)

1
W minimum kierunkowym gradient funkcji jest prostopadty do kierunku
poszukiwan. Zatem w metodzie najszybszego spadku kierunek poszuki-
wan (lokalny kierunek minimalizacji) co prawda zaczyna sie prostopadle
do poziomnic funkcji, ale konczy sie stycznie do poziomnic. Natomiast
w minimalizacji po wspotrzednych kolejne kierunki poszukiwan, czyli — tu-
taj — kolejne wspotrzedne, nie zalezg od ksztattu minimalizowanej funkcji;
taka strategia nie moze by¢ optymalna.
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Przyblizenie formy kwadratowej

Przypusémy, ze jesteSmy dostatecznie blisko minimum. Rozwijamy mini-
malizowang funkcje w szereg Taylora wokdt minimum i otrzymujemy

£ = oxTAx ~bTx+ fo, (6)

gdzie A jest macierzg drugich pochodnych czgstkowych (hessjanem) obli-
czanym w minimum. Z definicji minimum, macierz ta jest dodatnio okre-
Slona, jesli zas funkcja jest dostatecznie gtadka, macierz ta jest syme-
tryczna. Zatem w poblizu minimum, funkcja w przyblizeniu zachowuje sie
jak dodatnio okreslona forma kwadratowa.
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Gradienty sprzezone

W przyblizeniu (6) gradient funkcji f w punkcie x;, wynosi
Vflxex, = AXj, — b. (7)

Kolejne poszukiwania odbywajg sie w kierunku pyy ;. Gradient funkciji
W pewnym nowym punkcie x = xj + apg41 Wynosi

Vflx = Axp + aApgy1 —b. (8)

Zmiana gradientu wynosi

0 (Vf) = aAppy1 - (9)
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Punkt x;, jest minimum kierunkowym w kierunku p;., a wiec gradient funk-
cji w tym punkcie spetnia warunek (5). Jezeli chcemy aby poszukiwania
w nowym kierunku nie zepsuty minimum Kierunkowego w kierunku py.,
zmiana gradientu musi by¢ prostopadta do starego kierunku poszukiwan,
) (Vf)Tpk = 0. Tak jednak musi by¢ dla wszystkich poprzednich kie-
runkow, nie chcemy bowiem naruszy¢é zadnego z poprzednich minimoéw
Kierunkowych. A zatem

p; Ap;, =0, i>j. (10)

Metode wybierania kierunkéw poszukiwan spetniajgcych (10) nazywamy
metodg gradientow sprzezonych.
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Jak sie obejs¢ bez hessjanu?

Z jednego z poprzednich wyktadow znamy algebraiczng metode gradien-
tow sprzezonych, wydaje sie zatem, iz moglibySmy jej uzy¢ do skonstru-
owania ciggu wektorow {p;}. Niestety, nie mozemy, nie znamy bowiem
macierzy A, czyli hessjanu w minimum. Czy mozemy sie bez tego obejsé?

Twierdzenie 1. Niech f ma posta¢ (6) i niechr, = — V f |x,- £ punktu
x;. Idziemy w Kierunku p;, do punktu, w ktorym f osigga minimum Kkierun-
kowe. Oznaczmy ten punkt xy 1. Wowczasry,1 = — Vf |Xk 1 jest

wektorem, ktory zostatby skonstruowany w algebraicznej metodzie
gradientow sprzezonych.
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Dowod. Na podstawie rownania (7)), rp, = —Ax; + b oraz

rp+1 = —A(xg +apg) +b=rp — aAp. (11)
W minimum kierunkowym pi Vil = —pirp+1 = O (por. (B)). Wo-

bec tego mnozgc rownanie (11) lewostronnie przez pf, otrzymujemy

T
o= Tk (12)
Pi. Apy,

Poniewaz w algebraicznej metodzie gradientéw sprzezonychri p;, = ri ry,
otrzymujemy a jak we wzorach na metode algebra-
iczng, co konczy dowdd. ]

Copyright © 2009-15 P. F. Géra 12-16



Algorytm gradientow sprzezonych

Rozpoczynamy w pewnym punkcie x;. Bierzemy r; = p; = — Vf|,.
1. Bedac w punkcie x;, dokonujemy minimalizacji kierunkowej w kie-
runku py; osiggamy punkt x4 1.
2. Obliczamy ry41 = — Vf|Xk+1.
3. Obliczamy (jak w metodzie algebraicznej)

T
T4 1Tk+41
p= T (13)
I‘k ry
4. Obliczamy (jak w metodzie algebraicznej) py41 = rrp41 + 8Pk -
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W metodzie gradientow sprzezonych te kroki, ktore
wymagatyby znajomosci hessjanu w minimum, zastepujemy
minimalizacjg kierunkowag, natomiast te kroki, ktore nie
wymagajg znajomosci hessjanu, wykonujemy tak samo, jak
w algebraicznej metodzie gradientow sprzezonych.
Twierdzenie ze strony |15 gwarantuje, ze formalnie daje to to

samo, co algebraiczna metoda gradientow sprzezonych.
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Zamiast uzywac rownania (13), mozna skorzystac z

T
Ty 1 (41 —Tg)
g= = . (14)

Jezeli funkcja f ma $cisle postac (6), nie ma to znaczenia, gdyz ry, ;rj, = 0.
Poniewaz jednak f jest tylko w przyblizeniu formg kwadratowag, (14) moze
przyspieszyc¢ obliczenia gdy grozi stagnacja.
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Przyktad — metoda gradientow sprzezonych

-3 -2 -1 0 1 2 3

Tylko dwa kroki! Drugi krok nie jest prostopadty do pierwszego, ale jest z nim sprzezony.
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Przykiad — funkcja Rosenbrocka

Zastosowanie algorytmu gradientéw sprzezonych do minimalizacji funkciji
Rosenbrocka. Wida¢ znaczne przyspieszenie (mniej punktéw
posrednich!) w stosunku do przedstawianej powyzej metody

najszybszego spadku.
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Metoda zmiennej metryki

Formalnie minimum funkcji wielu zmiennych znajdujemy rozwigzujac row-
nanie V f = 0. Sugeruje to zastosowanie nastepujgcego algorytmu opar-
tego na metodzie Newtona:

41 =% — Hy P Vf| (15)

gdzie H; oznacza macierz drugich pochodnych czgstkowych funkcji f wyli-
czanych w punkcie x; (aktualnym), natomiast Vf|Xl, jest gradientem funkcji
w aktualnym punkcie.

Aby krok Newtona w istocie prowadzit do zmniejszenia sie wartosci funkciji,
musi zachodzié (x;41 — x;)* V|, <0, czyli

— (x01 — %) TH (%01 — %) <0 (16)
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co jest spetnione, jezeli H; jest dodatnio okreslone.

W metodzie zmiennej metryki, zamiast uzywa¢ hessjanu (macierzy dru-
gich pochodnych czgstkowych), co moze by¢ numerycznie kosztowne, lub
wrecz niemozliwe, a poza tym nie daje gwarancji, ze hessjan nie w bez-
posrednim poblizu minimum bedzie dodatnio okreslony, konstruujemy cigg
dodatnio okreslonych przyblizen hessjanu, zbiezny do hessjanu w mini-
mum.

Algorytm wyglada nastepujgco: Startujemy z jakiegos xg. Jako poczat-
kowe przyblizenie hessjanu Hq bierzemy jakg$ sensowng macierz syme-
tryczng, dodatnio okreslong — jesli nie mamy lepszego pomystu, moze to
by¢ macierz jednostkowa. Nastepnie wykonujemy iteracje:

1. Rozwigzujemy rownanie Hypp = — Vf|Xk.
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2. Przeprowadzamy minimalizacje kierunkowg funkcji jednowymiarowej
f(xi + apyg). Niech minimum kierunkowemu odpowiada wartos¢ a..

3. Xp41 = Xj + agPy-

4. Wyliczamy y;. = vf|Xk;—|—1 — Vflx,-

5. Wyliczamy nowe przyblizenie Hy 1, na przykiad za pomocg formuty
BFGS:
T
yw}f vf|xk (vf‘xk)

Hpy1 =Hg + - : (17)
T kP Yk piHpy

Konczymy gdy ||p|| < €, gdzie ¢ jest zadang tolerancja.
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Wiasnosci metody zmiennej metryki

Mozna pokazac, ze jezeli Hy jest symetryczna i dodatnio okreslona, takze
nastepne H; majg te wtasnosci.

Dodatkowo, jesli f jest formg kwadratowg (6), H;>n+1 = Hpin W aryt-
metyce doktadnej. W ogolnosci cigg H;, nie musi byé zbiezny do “praw-
dziwego” hessjanu, nawet jesli metoda daje zadowalajgce numerycznie
przyblizenie minimum.

Metoda zmiennej metryki sprawdza sie szczegolnie w zagadnieniach o na-
prawde duzej liczbie wymiarow.

W pewnym uproszczeniu mozna powiedzieé, ze metoda zmiennej metryki
ma sie do metody gradientow sprzezonych tak, jak metoda Broydena ma
sie do wielowymiarowej metody Newtona (litera “B” w akronimie BFGS
oznacza witasnie Broydena).
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Metoda Levenberga-Marquardta

Tak metoda gradientéw sprzezonych, jak i metoda zmiennej metryki, sg
dostosowane do przypadku, w kiorym funkcja jest z dobrym przyblizeniem
postaci (6), a wiec gdy jesteSmy dostatecznie blisko poszukiwanego mini-
mum. Jednak daleko od minimum metody te sg powolne — trudno ocze-
kiwaé, ze wzory stuszne dla formy kwadratowej beda dobrze dziataé gdy
funkcja formg kwadratowa nie jest. Daleko od minimum jest sens stoso-
wac metode najszybszego spadku. PowinniSmy zatem mie¢ metode, ktdra
daleko od minimum zachowuje sige jak najszybszy spadek, blisko za$ mini-
mum redukuje sie do zmiennej metryki (lub gradientow sprzezonych).
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Powr6Emy do “algorytmu” opartego na metodzie Newtona (15):

xi41 =% — HN(x) Vfl,,

Daleko od minimum hessjan nie musi by¢ nawet dodatnio okreslony, co
powoduje, iz krok newtonowski wcale nie musi prowadzi¢ do spadku war-
tosci funkc;ji (por. (16)). My jednak chcemy aby wartos¢ funkcji w kolejnych
krokach spadata. Zmodyfikujmy wiec hessjan:

__ 02 f

Hi = (14055 (18a)

. 02 f

H,, = ' ' 18b
7 (9332'85(3]' , 17 7], ( )

przy czym A\ > 0.
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Zauwazmy, ze zachodzi jedna z dwu mozliwych sytuacji: (i) jesli znajdu-
jemy sie w basenie atrakcji minimum, wéwczas dla odpowiednio duzego
A macierz (18) stanie sie dodatnio okreslona lub tez (ii) jesli dla zadnego
dodatniego A macierz (18) nie staje sie dodatnio okre$lona, znajdujemy
sie na monotonicznej gatezi funkciji, poza basenem atrakcji minimum.

Rozpoczynamy z jakimé niewielkim )\, na przyktad A = \g = 2710 =
1/1024. Przypuscmy, iz aktualnym przyblizeniem minimum jest punkt x;.
Dostajemy zatem. ..

verte
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Algorytm Levenberga-Marquardta
1. Oblicz Vf(x;).
2. Oblicz H(x;).
3. Oblicz

Xtest — X4 — /I:I/_l(xz-)Vf(xi) - (19)

4. Jezeli f(xtest) > f(x;),t0
(a) A — 8\ (mozna tez powiekszac o inny znaczny czynnik).
(b) 1dz do punktu 2|

5. Jezeli f(Xtest) < f(x;), to
(@) A — A\/8 (mozna tez zmniejszac o inny znaczny czynnik).

(b) Xi41 = Xtest-
(c) 1dz do punktu [1].
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Komentarz

Daleko od minimum nie minimalizujemy (nie poszukujemy minimow Kie-
runkowych), a jedynie podgzamy w kierunku malejgcych wartosci funkciji.

Dodatkowo, jesli A > Amax > 1, uznajemy, iz znajdujemy sie poza base-
nem atrakcji minimum i algorytm zawodzi. Jesli natomiast A < Apin < 1,
macierz H jest w praktyce rowna hessjanowi, a zatem modyfikacja (18
przestaje by¢ potrzebna. Mozemy wowczas przerzucic sie ha metode gra-
dientow sprzezonych lub metode zmiennej metryki aby wykorzystac ich
szybkg zbieznos$¢ w poblizu minimum, gdzie funkcja ma postac (6).

Ponadto w celu przyspieszenia obliczen, jezeli f(Xtest) < f(X;), mozemy
chwilowo zrezygnowaé ze zmniejszania X i modyfikowania H i przepro-
wadzi¢ kilka krokdw z tg samg macierzg, a wiec korzystajgc z tej samej
faktoryzacji.
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W metodzie Levenberga-Marquardta uzywa sie prawdziwego hessjanu,
ale nie obliczanego w minimum, ktérego potozenia nie znamy, ale w jakim$
punkcie w otoczeniu minimum. Spetnienie warunku A < Apin < 1 ozna-
cza, ze hessjan jest dodatnio okreslony, a wiec krok Newtona faktycznie
prowadzi do zmniejszenia wartosci funkcji, skad wnosimy, ze znalezliSmy
sie w basenie atrakcji (lokalnego) minimum. W tym momencie mozemy
sie przerzuci¢ na metode gradientéw sprzezonych lub na metode zmienne;
metryki. Jesli wybierzemy ten drugi wariant, jako przyblizenie poczgtkowe
mozemy wzig¢ juz obliczony hessjan z otoczenia minimum — bedzie to
lepsze przyblizenie, niz macierz jednostkowa.
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Zauwazmy, iz przypadek A > 1 oznacza, iz jesteSmy daleko od minimum.
Z drugiej strony jesli A > 1, macierz H staje sie w praktyce diagonalna,
a zatem

2\ 1 2\ 1 2\ 1
Xtest =~ X; — (1 -+ A)_ldiag { <ﬂ> , <ﬁ> y oo e <ﬂ> } Vf(XZ)

8:1:% 8:13% 8x]2v
~ x,;, —constV f(x;) , (20)

o ile drugie pochodne czgstkowe w poszczegdlnych kierunkach nie roz-
nig sie znacznie od siebie. Widag, iz daleko od minimum, gdzie warunek
zachowujgcy raz osiggniete minima kierunkowe nie zachodzi, algorytm
Levenberga-Marquardta zachowuje sie prawie jak metoda najszybszego
spadku.

Copyright © 2009-15 P. F. Géra 12-32




Metoda Powella

Wszystkie omdwione wyzej metody wymagaty obliczania pochodnych (gra-
dientu) funkcji f(x). Co jednak zrobié, jesli obliczenie pochodnych jest
kosztowne, niemozliwe lub funkcja jest nierdzniczkowalna? Zasadnicza
strategia postepowania — minimalizacja kierunkowa, wybdr nowego kie-
runku etc — pozostaje w mocy, zmienia sie tylko sposéb wyboru kolejnych
kierunkow. Metoda Powella polega na konstrukcji kierunkow, ktére z cza-
sem, po wielu iteracjach, stajg sie sprzezone.
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Inicjalizujemy biorac {p;}/*_; = {e;};*;, gdzie {e;}}Y_; sa kolejnymi wer-
sorami (innymi stowy, zaczynamy od minimalizacji po wspétrzednych). Na-
stepnie

1.
2.

B

Znajdujemy sie w pewnym punkcie Xg.

Minimalizujemy wzdtuz kolejnych kierunkow p;, osiggajgc kolejno punkty
X;.

Dlai=1,...,N —1:p; =Pp;+1-

Py = XNy — Xp-

Minimalizujemy wzdtuz (nowego) pp, 0znaczajac znaleziony punkt
przez Xo.

GOTO 1

Jesli badana funkcja jest rozwijalna w szereg Taylora wokdt minimum, po
N iteracjach powyzszej procedury kierunki {pi}f;\f:l stajg sie sprzezone.
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Przyklad — metoda Powella

Mniej krokéw niz w minimalizacji po wspétrzednych. W wiekszej liczbie wymiardw bytoby jeszcze lepigj.
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