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Motywacja

Poniewaz klasyczne réwnania ruchu (réwnania Newtona) majg postac
rownan rézniczkowych drugiego rzedu, w praktyce bardzo wazna jest
umiejetnoS¢ numerycznego rozwigzywania réwnan postaci m;X; = F;,
1 =1,2,..., N, czyli

d?x

5 = altx(®), (1

gdzie x,a € R3N, N jest iloscia czqste. Rownanie tej postaci mozna
tatwo przeksztatcic do uktadu rownan pierwszego rzedu, ale szczegdlnie
efektywne powinny by¢ metody ,,od razu” dostosowane do réwnan rzedu
drugiego.

*Niekiedy ruch jest z przyczyn fizycznych ograniczony do przypadku dwu- lub jednowy-
miarowego. Wowczas zamiast 3N w (1) mamy odpowiednio 2N lub N.
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Przyktad — metoda punktu Srodkowego

Rownanie (1) mozemy zamieni¢ na uktad réwnan pierwszego rzedu
dx

- — vV, (28)
£
— = ax). (2b)

Formalnie mozemy ten ukfad zapisac jako ‘% = f(¢, ), gdzie X = [ j ]

Do ukfadu (2) zastosujmy jawng metode punktu Srodkowego.
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Otrzymujemy

k, — Vn ’ 2 “hkq = 2 3a
1

" vn + sha(tn, x

kzz{ ) 21(" ”)1 ] (3b)
a (tn + 5h, xn + Shvn)
Ostatecznie
1
1 1

Vp4+1 = Vp+ ha (tn + Eh’ Xn, + Ehvn) (4b)

Zwrdéémy uwage, na charakterystyczna obecno$é wielkosci h2 w wyraze-
niu na x,, 4 1.
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Dygresja

Porownajmy algorytm (4) z bardzo ztym algorytmem

1
Xp+1 = Xn+hvp+ EhQa(tn, Xn) (5a)
Powyzszy algorytm powstat w wyniku naiwnego zastosowania “rownan na
ruch jednostajnie przyspieszony” do problemu (1). Algorytm ten daje nie-

wiasciwe wyniki. Niestety, mozna go znalez¢ w niektorych podrecznikach
®
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Metody Rungego-Kutty-Nystroma

PodejScie, jakiego uzyliSmy do wyprowadzenia algorytmu (4), mozna
uogodlni¢c. Otrzymujemy w ten sposéb metody Rungego-Kutty-Nystroma
(RKN) dla réwnan postaci (1):

S
Xpt1 = Xp+ hx), +h? 3 wik; (6a)
=1
S
=1

S
ki = a (tn + a;h, xn + Q{z'hX% -+ h2 Z ﬁzjk]> (6C)
=1
Zestawy wag {w;}, {w;} moga byC rézne. Istnieje wiele r6znych metod
RKN, w tym metody niejawne, zagniezdzone.
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Przyktad metody RKN rzedu czwartego

Rozwazamy rownanie postaci ‘0%‘ = a(t,x,x’) (sity moga zaleze¢ od
predkosci). Metoda RKN jest]

(
ko = a(tn+ 5h,Xn + 5hx), + §h%ke, x), + Shk1)
ks = a (tn + 1h, xn + Ahx), + $h%ko, X, + %hk2> (7¢
ky, = a (tn + h,xn + hx!, + h2ks, x!, + hk3) (

Xp+1 = Xn+ hx), + 2h?%(k1 + ko + k3) (
x), + ¢h(ky + 2ko + 2k3 + ky) (71

/
Xn+1

fSprawdzi¢ to!
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Algorytmy symplektyczne

Rozwazaé teraz bedziemy uktady hamiltonowskie, to jest uktady q,p €
R™, przy czym zaktadamy, ze istnieje funkcjonat, zwany hamiltonianem,

H(q,p) :R"xR" —=R (8)
taki, ze rbwnania ruchu majg postac
dq dp
2 =VpH(q,p), — =—-VqH(q,p). 9
” pH(q,p) . qH(q,p) (9)

(Po rozpisaniu (9) na sktadowe, otrzymujemy ¢; = 0H /0p;, p; = —0H/0q;.)

Wszystkie uktady mechaniki klasycznej bez dysypacji sg hamiltonowskie.
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Jezeli zdefiniujemy z = {q, p}, rbwnania (9) mozemy zapisaC w postaci

dz
% — JVZH(Z), (10)
gdzie
0O I
-] o] "

nazywa sie macierzg symplektyczna.
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Twierdzenie

Niech z1(0) = {q1(0),p1(0)}, z2(0) = {q2(0),p2(0)} bedg dwoma
dowolnymi warunkami poczatkowymi, natomiast z1 (¢) = {q1(t),p1(¢)},
z>(t) = {qx(t),po(t)} niech bedg odpowiadajgcymi im rozwigzaniami
rownania (10). Wowczas

71 (t) Jz5(t) = 21 (0) J22(0). (12)

Algorytm numerycznego rozwigzywania hamiltonowskich ODE, ktory spet-

nia

12

, hazywa sie algorytmem symplektycznym.
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Wazna obserwacja

Jesli rdbwnania ruchu uktadu hamiltonowskiego
rozwigzujemy numerycznie algorytmem
symplektycznym, catki ruchu nie sg, Scisle rzecz
biorgc, zachowane, ale nie oddalajg sie bardzo od
swoich dokfadnych wartosci, lekko wokdt nich
oscylujac.
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Symplektyczne metody RK

Rozwazmy s-krokowg metode Rungego-Kutty opisang tabelkg

a1 | B11 Bi2 B1s
an | Bo1 P22 Bos
Qs ﬁsl 632 583

w1  wo W

Niech M ¢ R5*® bedzie macierzg o elementach

M;j = w;Bi; + w;Bj; — wiw; .

(13)

(14)

Twierdzenie: Jezeli M = 0, metoda (13) jest symplektyczna. (Jest to
takze warunek konieczny.)
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Przyktad

Dwukrokowa metoda Gaussa-Legendre’a

jest symplektyczna.

1 3 1 1 /3
2 6 4 4 6
1.V3]1 v3 1
2 6 |4 6 4
1 1
2 2

(15)
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Obserwacja: Tylko niejawne metody RK moga by¢ symplektyczne

Dlaczego? Zgodnie z réwnaniem (14),

Vi 1 My = 2w;Bj; —wi = 0~ B # 0, (16)

o ile tylko w; #= 0. Ale wszystkie w; nie mogq jednoczesnie znikac.

Problem: Niejawne metody Rungego-Kutty sg kosztowne w uzyciu ®
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Hamiltoniany separowalne

Zatézmy, ze hamiltonian badanego uktadu jest separowalny, to znaczy ma
postaé

H(p,q) =T(p) +U(q) (17)

Bardzo wiele “waznych” hamiltonianow ma takg postac. T jest energig ki-
netyczng, U — energig potencjalng. W takim wypadku réwnania ruchu
mayjg postac

q=P@)=VpT(p), p=F(a) =-VqU(q). (18)

Sita to minus gradient potencjatu ©
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Symplektyczne algorytmy wyzszych rzedéw — algorytm Candy-Rozmusa

Przypusémy, iz mamy separowalny hamiltonian (17); rownania ruchu majg wobec tego po-
sta¢ (18). Krok catkowania oznaczam przez h. W chwili ¢,, uktad jest w punkcie (pn, qn).
Przyjmijmy o = qn, Po = p»- Algorytm: Dla:=1,...,4:

Pi=Di-1+hbiF(Qi-1), @ =qi-1+ha;P(Pi), (19a)
gdzie
a1 =as = (2+ 23 4+273)/6, (19b)
ar =az = (1-2Y3-2713)/6, (19¢)
by =0, (19d)
bo =bs = 1/(2 —21/3), (19e)
bz =1/(1 —21/3). (19f)

Bierzemy p,,+1 = Ppa + O(h°), gn+1 = Ga + O(R>).

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 9-16



Algorytm Ruth

Algorytm Candy-Rozmusa jest czwartego rzedu. Algorytm Ruth jest trze-
ciego rzedu, ma takg samag strukture, jak Candy-Rozmus, ale ma wspot-
czynniki

2 2
= (5,21 20a
(a1,ap,a3) <3, 3 >, (20a)
7 3 1
bi1.b->.b — _— = — . 20b
(b1,b2,b3) (24,4, 24) (20b)

Algorytmy Candy-Rozmusa i Ruth nie sg algorytmami Rungego-Kutty
(rozne wspotczynniki dla p, q), ale sg “w stylu” Rungego-Kutty.
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Metody Verleta — motywacja

Algorytmy RKN i algorytmy symplektyczne sg kosztowne w uzyciu — wy-
magajg obliczen w punktach posrednich, a wiec kilku obliczen przyspiesze-
nia (sity) w kazdym kroku catkowania. Jezeli badamy uktad wielu oddzia-
tujgcych czgstek, to, po pierwsze, kazde obliczenie sity moze by¢ bardzo
kosztowne, po drugie, tak naprawde nie interesuje nas trajektoria uktadu,
ale pewne wilasnosci statystyczne, dotyczace catego zespotu badanych
czastek. Dlatego w tego typu sytuacjach wygodnie jest mie¢ algorytm
mniej doktadny, ale za to szybki w uzyciu.
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Klasyczny algorytm Verleta

Sprébujmy wyprowadzi¢ metode catkowania réwnania (1) w sposdb systematyczny. Za-
ktadamy, ze przyspieszenia nie zalezg od predkosci. Dokonujemy nastepujgcych rozwi-
nie¢ w szereg Taylora:

dx 1 d%x 1 d3x
t.+h) = tn R4+ = RBP4+ 22 BB+ 0t 21a
x(tn+h) ()ertthr2 28 +6dt3tn + O(h™) (21a)
dx 1 d%x 1 d3x
t.,—h) = t,) — —| h4+=—=| h2—= 22| 34+ 0O(h* 21b
x( ) x(tn) it|, +2 2, 6 |, + O(h™) (21b)

Po dodaniu réwnan stronami i uporzgdkowaniu wyrazéw otrzymujemy

Xp41 = 2Xn — Xp—1 + anh? + O(h*). (22)

Algorytm (22) zwany jest metodg (algorytmem) Verleta (Verlet 1967).
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Zauwazmy, iz metoda Verleta jest metodg wielokrokowg — do obliczenia
przysztej wartosci x potrzebna jest znajomos$¢ obecnej oraz poprzednie;
wartosci x.

W celu pokazania, iz algorytm Verleta jest zgodny z réwnaniem (1)), prze-
ksztatcamy rownanie (22) do postaci

2 h —aq,. (23)

W granicy h — 07T odtwarzamy réwnanie (T).
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Stabilnos¢ metody Verleta

Z uwagi na to, ze jest to metoda wielokrokowa, stabilnos¢ algorytmu Ver-
leta bada sie w sposob wtasciwy dla tej klasy algorytmow. Dla uprosz-
czenia notacji przyjmijmy na chwile, iz interesuje nas wytgcznie przypadek
jednowymiarowy. Mamy zatem

Tnt1+ ent1 = 2(zn +en) — (@p-1 + en_1) + h2a(zn + n)

da
~ 2%n — Ty 1 + h? alzn) +2en — 1 + B2 dnl, o (24)

=an

Nawias w napisie a(x, + €,) nie 0znacza mnozenia, ale zaleznos¢ funkcyjng!
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Propagacja btedu opisana jest zatem rownaniem

En+1 = (24 Nen —ep—1, (29)

gdzie X = da/dx|, h2. Réwnanie (25) mozemy przedstawi¢ w postacH

Ent1 | _ En _ 24+ —1 En
i el Y b IR G | Y
Rownaniem charakterystycznym jest

det(G —g) = —g(2+A—-g)+1=¢°-(2+N+1=0 (27)

fWielokrokowa propagacja btedu jest jednokrokowa w przestrzeni o odpowiednio wiek-
szej ilosci wymiardw!
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Widac¢ zatem, iz algorytm Verleta jest stabilny, jezeli

|gi\=%|2—|—)\:|:\/4)\—|—)\2'<1. (28)

Rozwazmy trzy przypadki:

1. —4 < )\ < 0. Wéwcezas 4\ + \2 < 0.

=1+ 2+ 07+ 5[40+ 22
1+ A+ 202 — 24X+ 29 =1.

gy = 1—|—%)\i%\/(4>\—|—>\2

|g+|?

Algorytm jest zatem neutralnie (marginalnie) stabilny, co oznacza, ze
btedy nie sg co prawda ttumione, ale tez nie narastajg i nie prowadzg
do rozbieznosci.

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 9-23



2. A > 0. Wéwczas g4 > 1.
3. A< —4. Wébwczas g < —1.

Rekapitulujgc, dla ruchu jednowymiarowego klasyczny algorytm Verleta
jest marginalnie stabilny dla da/dx|, h? € [—4,0] i niestabilny poza tym
przedziatem.
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Wady algorytmu Verleta

e Dziwne traktowanie predkosci — predkos¢ w kroku n znana jest dopiero po oblicze-
niu potozenia w kroku n+ 1. W symulacjach znajomos$¢ predkosci nie jest potrzebna
do obliczania sit, ale jest potrzebna do obliczania energii kinetycznej, temperatury,
ciS$nienia itp. Predkos¢ obliczana jest ze wzoru

v, = Xn4+1 — Xn—1 , (29)
2h

e We wzorze réznica dwu ,duzych” wyrazen rzedu O(h°) jest dodawana do ,ma-
tego” wyrazenia rzedu O(h?), co moze prowadzi¢ do znacznej utraty doktadnosci
numerycznej.

Zauwazmy, ze wyrazenie jest symetryczne w czasie; préba obliczania v, = (x,, —
x,_1)/h famataby symetrie odwrdcenia w czasie, a przeciez rbwnania mechaniki (bez sit
zaleznych od predkosci) sg mikroskopowo odwracalne!
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Algorytm leap—frog (,zabiego skoku”)

Spsobem na obejscie (niektérych) trudnosci z algorytmem Verleta jest al-
gorytm leap—frog (Hockney 1970), w ktérym predkosSci obliczane sg w cza-
sach po$rednich pomiedzy potozeniami?

v (tn + %h) — v (tn - %h) + hay, (30a)
Xpt1 =X(tn +h) = xp+ hv (tn + %h) . (30b)

Predkosci obliczane sg wedtug wzoru
vn =5 |V (tn — 3h) + v (ta + 5h)|. (31)

§Zaby wcale tak nie skacza.
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Zgodnosc¢ algorytmu leap—frog

Aby sprawdzi¢ czy algorytm leap—frog jest zgodny, nalezy z (30) wyelimi-
nowac predkosci. Po podstawieniu pierwszego z réwnan (30) do drugiego

dostajemy

Drugie z réwnan (30

Ostatecznie

Roéwnanie

34

Xpt1 = Xn + hv (tn - %h) + h2a,, . (32)
przesuniete w tyt w czasie daje
hv (tn — %h) =X, —X,_1- (33)
_ 2
Xp41 = 2X, — X, 1+ h%a,. (34)

ma takg samg posta¢ co réwnanie (22), widzimy zatem,
iz algorytm leap—frog jest algebraicznie rownowazny algorytmowi Verleta,
a wiec jest zgodny z rownaniem (1)). Nie oznacza to jednak, iz

rezultaty zastosowania obu tych algorytmow sg takie same!
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Stabilnos¢ algorytmu leap—frog

Wyrazenia na propagacije btedu w algorytmie leap—frog majg postac

Mpt+1/2 = Np_1/2 T hle,, (35a)
En+l = En T hnn—l—l/Q g (35b)

gdzie J;; = 3a¢/3><j‘t . Pod wzgledem propagaciji btedu metoda leap—
frog zachowuje sie jak metoda pot-niejawna! Ostatecznie macierz wzo-
mochienia ma postac

(36)

G= |\ 1 4ieg |

Rl T4+ h2J
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Dla przypadku jednowymiarowego otrzymujemy stad

24 Ak /ar4 A2
— ; |

g+ (37)

gdzie, jak poprzednio, A = da/dz|; h2. Jest to identyczne z analogicz-
nym wyrazeniem dla metody Verleta¥|, a zatem wtasnosci stabilnoéci me-
tody leap-frog i metody Verleta sg — co najmniej w przypadku jedowymia-
rowym — identyczne.

9Co nie dziwi wobec algebraicznej rownowaznosci tych metod.
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Cechy algorytmu leap—frog:

© Roznica dwu duzych wielkosci nie jest porownywana z mata.

© Predkos¢ w chwili ¢, jest znana w chwili ¢, nie dopiero w chwili ¢,, 1 ;.

@ Algorytm wymaga inicjalizacji (metodg RK odpowiedniego rzedu z kro-
Kiem potowkowym).

@ Przyspieszenia (sity) nie mogg zaleze¢ od predkosci.

@ Predkosci nadal obstugiwane sg dos¢ dziwacznie.

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 9-30



Algorytm velocity Verlet

Problemy z dziwacznym tarktowaniem predkosci rozwigzuje kolejna mody-
fikacja algorytmu Verleta, zwana velocity Verlet (Swope et. al. 1982):

Xpt1 = X, +hv, +5h%a,, (38a)
= v,+5h(a,+a,41). (38b)

<
S
+
(o

|

Algorytm ten nie nadaje sie do sit (przyspieszen) zaleznych od predkosci.
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Uogolniony algorytm velocity Verlet

Okazuje sie, ze algorytm velocity Verlet mozna tatwo uogéini¢ (PFG):

Xp+1 = X, +hv,+ah’a,, (39a)
= v,+h(aa,+ (1 -a)a,;q), (39b)

<
S
+
-t

|

gdzie o € [0, 1].
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Zgodnos¢ algorytmu

predkosci. Odejmujgc od pierwszego z rownan

39

z rbwnaniem pokazemy eleiminujgc z (39

cofniete o krok w czasie, dostajemy

39

to samo rownanie

X,41 =2X, —X, 1+th (Vn — Vn_l) + ah? (an — an_l) . (40)

Z kolei na mocy drugiego z rownan (39

v, —V,_ 1=h (a a, 1—(1-— oz)an> : (41)
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Ostatecznie

Xpt1 = 2%, —X, 1+ h? (aan —aa, 1+aa, 1+ (1-— a)an)
= 2x,—X, 1+ hzan : (42)

a wiec znéw dostajemy algebraiczng rownowaznos¢ (uogdlnionego) algo-
rytmu velocity Verlet i klasycznego algorytmu Verleta.
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Propagacja btedu dla sit niezaleznych od predkosci ma postac

End1 en + hn,, + ah? Jey, (43a)
Mt1 = Mp+haJen+h(1—a)Je, 1, (43b)

J jest jakobianem w kroku n, J jest jakobianem w kroku n+1. Jako ma-
cierz wzmochnienia dostajemy

_ I+ ah?] Rl
C= 1 ahT 4+ (1 — I+ ah2T) T4 (1—a)r23 " 4

W przypadku jedowymiarowym, niezaleznie od wartosci parametru «, do-
stajemy takie same wspdtczynniki wzmocnienia, jak w metodach Verleta
| leap—frog, a zatem wlasnosci stabilnosci uogdélnionej metody velocity Ver-
let sg takie same, jak i innych metod Verleta.
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Dla o« = 1 algorytm (89) mozna stosowac gdy
przyspieszenia zalezg od predkosci!

Xp41 = X, +hv,+h%a,, (45a)
v, +ha,, (45b)

<
S
+
-t

|

= v, +ha,, (46a)
Xp41 = X, +hv,iq. (46b)

<
S
+
o

|

W tym wypadku macierz wzmocnienia ma postac

| I4+hr2Jx RI4+AK2Ty

G= h Jx I+hdy |’ (47)
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gdzie Jx, Jv 0znaczajg, odpowiednio, jakobiany po potozeniach i predko-
sciach.

W przypadku jednowymiarowym dostajemy

gi=%(2+>\+’7i\/4>\+(>\+’7)2)7 (48)

gdzie A = Oa/dw|, h?, v = da/Ov|, h. Dla~y = O (przyspieszenia nie
zalezg od predkosci) daje to oczywiscie to samo, co inne metody Verleta,
czyli marginalng stabilno$¢ dla A € [—4,0],y = 0. Dlayv < 0iA <O
otrzymujemy ograniczony obszar absolutnej stabilnosci.
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Obszar stabilnosci dla uogdlnionej metody velocity Verlet
w przypadku jednowymiarowym

0.0

-0.2

04t

-0.8 -

-1.0

12 +

-4.0 -3.5 -3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0
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Inna modyfikacja algorytmu velocity Verlet

Opublikowano kilka modyfikacji algorytmu Verleta przeznaczonych do roz-
wigzywania rownan z przyspieszeniami (sitami) zaleznymi od predkoSci.
Najczesciej uzywana pochodzi z pracy R. D. Groot, P. B. Warren, Dissipa-
tive particle dynamics: Bridging the gap between atomistic and mesosco-
pic simulations, J. Chem. Phys. 107, 4423 (1997). Jest to algorytm typu
predyktor-korektor:

Xp41 = X,+ hv, + 3h°a,, (49a)

predyktor: v = v, + Bha,, (49Db)
a = a (X,n_l_l,{;) , (49C)

Korektor: Vo4l = V,+ %h (an —+ 5) , (49d)

gdzie 8 € [0,1]. W przeciwienstwie do algorytmu (45), algorytm (49
wymaga dwu obliczen przyspieszenia na krok czasowy.
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Algorytmy Verleta sg symplektyczne

Twierdzenie: Jezeli hamiltonian jest separowalny, algorytm Verleta i inne
algorytmy rbwnowazne mu algebraicznie (leap-frog, velocity Verlet) sg
symplektyczne.
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