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Metody DIRK

Jesli spodziewamy sie probleméw ze stabilnoscig, w szczegdlnosci jesli
rozwigzujemy problemy sztywne, powinnismy stosowa¢ metody niejawne.
S3a one jednak bardzo kosztowne obliczeniowo: jezeli przy uzyciu metody
s-etapowej rozwigzkujemy problem m-wymiarowy, w kazdym kroku mu-
simy rozwigzywac s x m wymiarowy ukfad réwnan algebraicznych, w ogél-
nosci nieliniowych.

Aby zmniejszy¢ ten koszt nie tracagc stabilnosci metod niejawnych, stosuje
sie metody DIRK (ang. Diagonally Implicit Runge-Kutta), zwane tez meto-
dami potniejawnymi (ang. semi-implicit). W metodach tych macierz B ma
niezerowe elementy diagonalne i poddiagonalne — elementy ponaddiago-
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nalne sg zerowe:

a11011 O o --- 0
as|B21 B2 O --- O

; ; : - (1)
as 551 532 553 o Bss
wy Wy Wy -+ Ws

Dzieki temu, stosujac s-etapowg metode do problemu m-wymiarowego,
zamiast rozwigzywac jeden uktad réwnan algebraicznych o wymiarze
s X m, nalezy rozwigzac s uktadow o wymiarze m — po jednym uktadzie
na kazdy etap.

Jezeli dodatkowo 811 = Boo = -+ = Bss = 7, takg metode nazywa si¢
metodg SDIRK (Singly Diagonally Implicit Runge-Kutta).
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Przyktad

Y v 0 /3
3443
l—v|1-2y v, Y=g (2)
1 1
2 2

Sprawdzamy rzad metody. Nietrywialnymi wyrazeniami, ktére trzeba sprawdzi¢, sa:

% v+ (1-—y)=1— metoda jest rzedu drugiego.

375 (-2 = —+3 =3 svv+3((A-29)+y(1-7)) = —°+v=¢
— metoda jest rzedu trzeciego.

5745 (1—y)2 = % =% 3777t (1=((1=29) -y +y- (L -) =

IP-E 2y — 64V3 £ 1 metoda nie jest rzedu czwartego.
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Obszar stabilnoéci tej metody dany jest przez {z € C: |G(z)| < 1}, gdzie

_ _ (14+v3)2?42V32-6
A (v PG

-4

-6

0 2 4 6 8 10 12

Obszar niezacieniony jest obszarem niestabilnosci.
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Przyktad

Ciagle publikuje sie i bada nowe metody RK. W pracy G. Yu. Kulikov, S. K. Shindin, Appl.

Num. Math. 59, 707 (2009), dyskutowane sg, miedzy innymi, wtasnosci metody

0 0 0 0 0
2 6(2+0)-5 1-0 1-6 6(c340)-5
1 12 2 2 12
1 — 2 7—6(c240) ) ) 5—6(c2+40)
1 12 2 2 12
1 1
1 0 > 5 0
1 1
0 5 5 0
2 _ 3-V/3 1 23
a="%, 0=3+%
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Adaptacyjne podwajanie/potowienie kroku

Catkowanie ze statym krokiem to numeryczne samobojstwo
S

Dobre algorytmy numerycznego catkowania ODE powinny, w miare moz-
nosci, same ustala¢ krok, z jakim przechodzg zadany przedziat. W tym
celu algorytm musi zna¢ oszacowanie btedu popetnionego w ciggu jed-
nego kroku. Dla metod Rungego-Kuity najprostszym tego typu algoryt-
mem jest algorytm adaptacyjnego podwajania/potowienia kroku. Przypu-
s¢my, ze zgdam, aby btgd na jeden krok nie przekraczat Amax. Niech
aktualny krok catkowania wynosi h. Przechodze przedziat [z, xn + 2h]
dwa razy: raz dwoma krokami o dtugos$ci h i raz krokiem o dtugosci 2h.
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(2)

yn ’ yn—l—l
Ln, Tn + h Tn + 2h
o o Py dwa razy z matym krokiem
h h
1
Yn S yé_ﬁl
o ® raz z duzym krokiem
2h
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W ten sposob otrzymuje dwa oszacowania wartosci y,,+1. Dla metody
rzedu p spetniajg one

y(en+2h) = y3 +20He + 0 t?), (3a)
y(en+20) = yB 4+ @r)Ptie 4+ o2 (3b)

Rdoznica
A=y -vih 4)

stanowi oszacowanie btedu. Zachodzg dwa przypadki:

. ||A|l < Amax: Wowczas przechodze do punktu z,,4 1 = zn + 2h,
jako rozwigzanie przyjmuje y(xy, + 2h) = y,szl, zwiekszam krok

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 7-9



h — 2h i prébuje przejs¢ nastepny przedziat z dwa razy wiekszym
Krokiem.

2. ||A]l > Amax: Wowczas cofam sie do punktu =, zmniejszam krok
h — h/2 i ponawiam catg procedure. W tym wypadku nalezy sie
zabezpieczyC przed zmniejszeniem sie kroku ponizej pewnego Amin-

Istotne moze by¢ jakg norme wezmiemy.

Dla klasycznej metody czteroetapowej wymagato4 +2-4 —1 = 11 ob-
liczen prawej strony. Metoda adaptacyjnego podwajania/potowienia kroku
moze byC stosowana takze przy obliczeniach za pomocg metod niejaw-
nych.
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Przyktad — oscylator Duffinga i podwajanie/potowienie kroku
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Maty rysunek pokazuje potencjat Duffinga.
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Lokalna ekstrapolacja

Jesli popetniany btgd nie przekracza maksymalnego btedu dopuszczal-
nego, mozna jeszcze poprawi¢ rozwigzanie za pomocg tak zwanej lokalnej
ekstrapolacji: Przyjmijmy, ze lewe strony obu réwnan sg sobie rowne.
Wéwczas eliminujac h?T1¢ otrzymujemy

Moze to poprawi¢ numeryczne wtasnosci rozwigzania, ale tak naprawde
zysk na rzedzie metody jest pozorny.
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Zagniezdzone (embedded) metody Rungego-Kutty

Rozwazmy dwie jawne s-etapowe metody Rungego-Kutty:

y Y = yat+h Y wPk +omrth), (6a)
1=1
vy = ynth Y 0Pk 4+ omrt?), (6b)
1=1
1—1
j=1

Metody te sg tak skonstruowane, ze roznig sie jedynie wagami, majg takie
same punkty posrednie, a wiec taki sam zestaw wektorow {k;}, a
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Obliczajgc jeden zestaw pochodnych w punktach posrednich, mamy
oszacowanie btedu:

A=y7(v,1j21—yg,2jzl:h_; (wi(l)_wz’(Q))kia lA] ~pPFE(7)

Skoro ||A|| ~ RPT1 to Amax ~ hfn‘gxl. Mam wiec oszacowanie
) 1/(p+1)

Amax
Al
Jesli ||A|| > Amax, zmniejszam krok h — hmax | powtarzam biezgcy krok.
Jesli ||A|| < Amax, zwiekszam krok h — hmax | z powiekszonym krokiem
prébuje iS¢ dalej. Metody zagniezdzone pozwalajg zatem na bardziej pre-
cyzyjng kontrole kroku od podwajania/potowienia, wymagajg takze mniegj

obliczen (s obliczen funkciji f).

hmax — h ( (8)
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Przyktad: Metoda Bogackiego-Shampine’a — 3(2)

0

1] 1

21 2

3 3

z| 0 7

112 1 4
9O 3 9
2 1 4
5 3 9 O
< 1 1 1
24 4 3 8

Puste miejsca oznaczajg zera.
Uwaga: Dwa zestawy wag!
Metoda typu FSAL (First Same As Last).
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Sprawdzamy rzedy tych metod:

pierwszy zestaw wag

drugi zestaw wag

1 1 4 3 — 1
O0+35FT5 210 1=5+

Wl
N[~

OIN OIN

03 5 HE(EH0) 0 ()
3=}

jest rzedu drugiego

7 1 1 1 3 1 1
2 0tz 3Tz atg 1= st
oo+l il ieiGaity =

jest rzedu drugiego

oldh OIN

jest rzedu trzeciego

7 0+ +33) +5

nie jest rzedu trzeciego
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Obszary stabilnosci metody Bogackiego-Shampine’a dane sg przez naste-
pujgce wyrazenia:

Dla metody rzedu trzeciego, stuzgcej do obliczania nastepnych wartosci
poszukiwanej funkciji:

'é<z3—|—3z2+6z—|—6)‘ <1 (9a)
Dla metody rzedu drugiego, stuzgcej do kontroli btedu:
‘% (z4 + 923 + D42 + 48z + 48)‘ <1 (9b)

Krok powinien by¢ tak dobrany, aby nie wyj$¢ poza obszar stabilnosci zad-
nej z metod.
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Obszary stabilno$ci metody Bogackiego-Shampine’a

2" order
3" order

-5 -4
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Jawnie rozpisana metoda Bogackiego-Shampine’a:

ki = f(xn,yn) (10a)
ko = f (a;n + Ln,yn + %hk1> (10b)
ks = f (a:n + 2h,yn + ghkg) (10c)
Yn+1 = ¥Yn+h(3ki + iko + gks) (10d)
ke = f(en+h,ypt+1) (10e)

Z = ynth (27—4k1 + zko + tk3 + %kzt) (10f)

ki = kg (109)

Wektor (10€) staje sie wektorem (10a) w nastepnym kroku catkowania,
a wiec oblicza sie go tylko raz. Wektor z bierze udziat tylko w szacowaniu
btedow.

Copyright (© 2009-13 P. F. Géra 7-19



Metoda Fehlberga — 4(5)

o)

1 1

4 4

3 3 9

8 32 32

12 | 1932 7200 7296

13 | 2197 2197 2197

1 | 439 _g 3680 845
216 513 4104

1| 8 > 3544 1859 11

2 27 2565 4104 40
25 0 1408 2197 1 9
216 2565 4104 5
16 0 6656 28561 9 2
135 12825 56430 50 55

Pierwszy zestaw wag daje rozwigzanie rzedu czwartego, drugi — rzedu pigtego.
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Metoda Casha-Karpa — 5(4)

0
1 1
5 5
3 3 9
10 40 40
3 3 _9 6
5 10 10 5
1 _ 11 5 _ 10 35
54 2 27 27
7 | 1631 175 575 44275 293
8 | 55296 512 13824 110592 4096
37 0 250 125 0 512
378 621 594 1771
2825 0 18575 13525 277 1
27648 48384 55296 14336 4

Pierwszy zestaw wag daje rozwigzanie rzedu pigtego, drugi — rzedu czwartego.
Mniejsze btedy, niz Fehlberg.
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Metoda Dormanda-Prince’a — 5(4), FSAL

o)
1 1
5 5
3 3 9
10 40 40
4 44 _56 32
5 45 15 9
8 | 19372 25360 64448 212
9 6561 2187 6561 729
9017 355 46732 49 5103
1 _ 49 _
3168 33 5247 176 18656
1 35 0 500 125 2187 11
384 1113 192 6784 84
5179 0 7571 393 92007 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
35 0 500 125 2187 11 0
384 1113 192 6784 84

Pierwszy zestaw wag daje rozwigzanie rzedu czwartego, drugi — rzedu pigtego.
Taka sama ztozono$¢, jak Cash-Karp (szes¢ obliczen funkcji na krok), ale mniejsze
btedy.
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State of the art

Zagniezdzone metody Rungego-Kutty wysokiego rzedu, typu
metoda Dormanda-Prince’a, pozwalajgce na adaptacyjng
zmiane kroku, kontrolujgce stabilnos¢ i wyprowadzajgce

wyniki ze statym krokiem, stanowig obecnie state of the art

W numerycznym rozwigzywaniu zagadnien poczatkowych dla

rownan nie-sztywnych.

Sprawdzanie stabilnosci na ogét odbywa sie “automatycznie” —
narastajgcy btad jest oznakg niestabilnosci, a metoda i tak zmniejsza
krok, gdy bfad jest za duzy.
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Pewien wariant metody punktu srodkowego

Przypuscmy, iz rozwigzujgc pewien problem Cauchy’ego decydujemy sie
wyprowadzac¢ wyniki z krokiem H, krok ten jednak jest za duzy do obli-
czen (powodowatby zbyt duzy btgd). Wykonujemy wiec m matych krokdw
o dtugosci

h=H/m. (11)
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Stosujemy metode

Z0 = Yn, (12a)

Z1 = Zo+ hf(:l?n, Zo) (Euler) (12b)
daj=2,3,...,m

z; = zj_o+2hf(zn+ (j —1)h,z;_1) (12c)

(pochodna w punkcie srodkowym)

y(n+ H) ~y,t1 = % 2Zm~+ 2zm_1+ hf(zn + H,2zm)) (12d)
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Metoda ta wymaga m -+ 1 obliczen prawej strony rownania na kroku o dtu-
gosci H. Mozna pokazac, iz bigd tej metody zawiera tylko parzyste potegi
h:
y(@n+ H) —yp41 = > ajh. (13)
j=1

W szczegblnosci, jesli m jest parzyste i zastosujemy metode (12
dwa razy, z m i m/2 krokow, dostaniemy

y(on + H) ~ 2 ImI2 4 o5 (14
a wiec jest to metoda rzedu czwartego. (y,,, /2 0znacza koncowy wynik po
zastosowaniu m /2 krokdéw o dtugosci 2 H /m, nie zas potowe krokdéw o dtu-
gosci H/m.) Wyrazenia (13)) i (14) bardzo przypominajg analogiczne wy-
razenia dla catkowania metodami ekstrapolacji Richardsona i Romberga,
a skoro tak, narzuca sie zastosowanie jakiego$ ,ekstrapolacyjnego” algo-
rytmu catkowania ODE.
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Metoda Bulirscha-Stoera

Przypudmy, iz przechodzimy przedziat [z, zn, + H] przy uzyciu metody
12) kolejno z krokami h,, = H/m dla m = 2,4,8,.... Otrzymujemy
w ten sposdb cigg kolejnych przyblizenn wartosci y(xn, + H). Jesli tak
otrzymany cigg ekstrapolujemy do nieskonczonej liczby krokéw posred-
nich — lub tez, w innym sformutowaniu, do h,, — O — oszacujemy jak
powinno wyglada¢ numeryczne rozwigzanie badanego ODE w granicy in-
finitezymalnie matych krokow.

Mozemy uzyé ekstrapolacji wielomianowej lub poprzez funkcje wymierne.
Cata ta procedura jest dos¢ (ale nie przesadnie) kosztowna i warto jg sto-
sowac, gdy
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Podobnie jak w ekstrapolacji Richardsona, w zasadzie podejscie to mozna
stosowac tylko gdy cigg kolejnych przyblizen jest monotoniczny. Proces
dzielenia odcinka konczymy gdy btad ekstrapolacji jest mniejszy od zada-
nej tolerancji.

3333

g0 AN

Xn Xn+1
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obliczenie

ekstrapolacja

0.062381380134158664
0.062380369335862672
0.062379672556098376
0.062379237240341216
0.062378953354256184
0.062378758903003136
0.062378619973785528
0.062378517198083888
0.062378438952554864
0.062378377939856608
0.062378329395298192
0.062378290100963920
0.062378257819309512
0.062378230954631280
0.062378208343525576

0.062378347739270680
0.062376816694340424
0.062377733233895008
0.062377912906545856
0.062377965285744048
0.062377985927438168
0.062377995625316072
0.062378000712959168
0.062378003602874432
0.062378005345019248
0.062378006454 798296
0.062378007179444864
0.062378007643411944
0.062378007961218176
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Graficzna ilustracja powyzszych danych:

0.062381 | | T T T |

0.062381

0.062380

0.062380

0.062379

0.062379 -

0.062378 -

0.062378 .
0.062377 .

0.062377 _ i
obliczone ——

ekstrapoltl)wane —

0.062376 : : :
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

h
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Zbyt duzy stopien wielomianu ekstrapolacyjnego:

0.062382 T | | |

T T
obliczone ——

ekstrapolowane ———

0.062381

0.062380

0.062379

0.062378

0.062377

0.062376

\ oscylacje Rungego

0.062375

0.062374

0.062373 . ' . ' : '
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03

h

Ekstrapolacja funkcjami wymiernymi bytaby lepsza.
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Przyktad zastosowania metody Bulirscha-Stoera:

0.6
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05 f ¥
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xz—de
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Odpowiednik metody Bulirscha-Stoera dla uktadow sztywnych

Jesli spodziewamy sie problemow ze stabilnoscig, uzywamy metod niejaw-
nych, czasami jednak dokonujemy pseudolinearyzacji celem uproszczenia
obliczen. Punktem wyjscia jest nastepujgca metoda niejawna:

Yn4+1 —¥Yn—-1 — 5
+ Vi
— Onf xn,yn+y”+12y” L_v.l. (5
popFéwka
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Rozwijam prawg strone (15) wokot (xr,, yr) | porzadkuje wyrazy:

of of
|:H_ha Yn+1 — |:H+ha 1}’711
Y In,Yn M In,yYn
of
+ 2h |f(xn,yn) — h — yn| .(16)
ay In,Yn

Powyzsze wyrazenie jest liniowym (w odréznieniu od nieliniowego wyraze-
nia (15)) rownaniem na nieznang wielkos¢ y,,+ 1. Opierajgc sie na (16),
mozna skonstruowa¢ odpowiednik metody (12). Bedg w nim wystepowaty
Jakobiany Of /0y obliczane w kolejnych punktach posrednich. Dokonuje
nastepnego uproszczenia: wszystkie Jakobiany wyliczam w lewym krancu
,duzego” przedziatu. Ostatecznie dostajef| (h = H/m):

*Dzigkuje panu Piotrowi Kietkowiczowi za wskazanie btedu.
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_ [H_ha_f ] (172)
9 ...
20 = Vn. (17b)
Ay = H_lhf(xn,Zo), (17¢)
Z1 = Zo—|—Ao, (17d)
A, = Aj 1+ 2H ! [nf(xn + jh,z5) — Aj1], (17e)
Zjt1 = zj+ Ay, (171)
daj=1,2,....m—1
A, = H ' [rf(z,+ H,2mm) — Apm_1], (179)
v(iz,+H) ~ zZn,+ A, (17h)

Réwnania HA = e mozna rozwigzac¢ na przyktad metoda rozktadu LU. Poniewaz zgod-
nie z przyjetym uproszczeniem macierz H jest taka sama we wszystkich krokach iteraciji
(17), rozkladu tego mozna dokonac tylko raz.

Dalej postepuje tak, jak poprzednio: Zageszczam podziat i stosuje ekstrapolacje do
h — O.
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