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Liniowe metody wielokrokowe

Czesto przywotywang wadg metod Rungego-Kutty jest koniecznos¢ ob-
liczania prawej strony réwnania w punktach posrednich, w ktérych roz-
wigzania “nie potrzebujemy”. Zamiast tego, do uwzglednienia zmiennosci
prawej strony na przestrzeni kroku catkowania, mozna wykorzystac infor-
macje zgromadzong w poprzednich punktach. Metody takie noszg nazwe
liniowych metod wielokrokowych.
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Ogéblna metoda wielokrokowa ma postac

k k
Y ajyn—j—h > Bif,_; =0, (1)

gdzie fs = f(xs,ys). h jest krokiem catkowania, o ktérym w tym momen-
cie zaktgdamy, ze jest staty. (1) zawiera kombinacje liniowe poprzednio
wyliczonych wartosci funkcji i prawych stron rdwnania, co uzasadnia czton
“liniowe” w nazwie. Jezeli 3p #= 0, metoda jest niejawna.
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Metody Adamsa — ogolne sformutowanie

Rozwazamy problem Cauchy’ego

dy

W —f

. (z,y), 2)

y(xz) =Yyo-

Rozwigzanie ma postac
In41
y@ni) =yn+ [ f@,y(2))dz. 3)

In

Klasyczne metody Adamsa polegajg na zastgpieniu f(xz, y(x)) w (3) przez
wzor ekstrapolacyjny (Bashforth) lub interpolacyjny (Moulton) z weztami
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interpolacji odlegtymi o krok catkowania, h, i scatkowaniu tego wzoru. Ce-
lem takiego postepowania, podobnie jak w metodach Rungego-Kutty, jest
uwzglednienie zmiennos$ci pochodnej w obrebie kroku catkowania. Za-
uwazmy, ze wynik catkowania wielomianu interpolacyjnego nie zalezy od
wartosci funkcji — wartosci f(x;, y;) wechodzg jako ,ustalone” wartosci in-
terpolowanej funkcji w weztach.

k-krokowe metody Adamsa:

k
Yo+ h Z 5jfn_|_1_j + O(hk_H) ,  (4)
j=1
k—1
Adams-Moulton:  y, 11 = y,+h > Bif, 41 i+ O(RFThy . (5)
j=0

Adams-Bashforth: 'y, +1
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Przyktad - wyprowadzenie trzykrokowej metody Adamsa-Bashfortha

Funkcje podcatkowg w (3) przyblizam poprzez ekstrapolacje wielomianowg
z trzech ostatnio obliczonych punktow, odlegtych od siebie o h:

(o, y (@) = four(r) = (z - 2_322 - Z _) :

(x — CUn_2>(CL‘ — .CUn) (x — a:n_Q)(x — azn_l)
f
(:Bn—l T xn—2>(xn—1 T xn) n—1 + (xn T xn—Q)(xn T xn—l)

1 1
= 2—h2(:v -z, -I- h)(iU — xn)fn—Q — ﬁ(iE — Ly —I_ Qh)(x — $n)fn—1

f,—2
n)

f

n

_|_

1
+ Q—hz(aj -z, + 2h)(z — z, + h)f,. (6)
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Nastepnie

In41 In41
| f@y(@)) do =~ / foutr(2)de = f, o /<z+h>zdz

__Qn 1/(z—|—2h)zdz—|— /(z+2h)(z+h)dz

1 5 1 4 4 23
_ﬁ'éhf”Q_ﬁ 3 1+2h2'6hf"
h
= (23f, — 16f,_; + 5f, »). (7)

Prosze to porownac z wyrazeniem (8c) ponizej.
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ldea konstrukcji metod Adamsa:
rysunek nie jest wierny, jako ze pochodnej w punkcie x,, 4 1 nie oblicza sie
za pomocg prostej interpolacji/ekstrapolaci

. . T
metoda niejawna
metoda jawna

f

n+1 impl|

Af

n+1 expl

=y'(x,)

f(x,,)

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1
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Metody Adamsa-Bashfortha (jawne)

Yn+1
Yn+1
Yn+1
Yn+1
Yn+1

Yn+1

= vy, + hf, + O(h?) (8a)
Yo+ 5 (36, — £, 1) + O (8b)
Yo+ 15 (23f, — 16f, 1 + 5f, 5) 4+ O(h%) (8¢)
(8d)

Yn + oy (55f, — 59f, 1 +37f, 5 —9f, 3]+ O(h®) (80
Yo+ 755 (1901f, — 2774f, ;| +2616f, , — 1274f, ;

+ 251fn_4> + O(h%) (8e)
Yo+ 1a40 (4277F, — 7923f,_; +2616f, , — 7298f, 3
+ 2877f,_, — 475fn_5) + O(h") (8f)
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Metody Adamsa-Moultona (niejawne)

Y1 = Yn+hfpq+O(h2) (9a)
Y41 = Yn+ 5 (fp1+1,) +00) (9b)
Ynt1 = Yn+ 15 (5Fip1+8F, —f, 1)+ O(h*) (9c)
Y1 = Yn+ 2y (941 +19f, = 5f, 1+, o) + O(h®) (9d)
Ynt1 = Yo+ 755 (251,41 + 646f, — 264f, | + 106f, 5 — 19f, 3)

+ O(h°) (9e)
Ynt1 = Yo+ 1440 (475F,41 + 1427f, — 7981, | + 482f, ,

— 173f, 3+ 27f,_4) 4+ O(h") (9f)
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Podane wyzej metody sg wszystkimi sensownymi metodami wielokroko-
wymi o statym kroku, opartymi o interpolacje/ekstrapolacje wielomianowa.

Zgodnos¢ metod Adamsa jest oczywista.
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Stabilnos¢ metod wielokrokowych

Stabilnos¢ metod wielokrokowych bada sie nieco inaczej niz stabilnos¢
metod jednokrokowych typu metod Rungego-Kutty. Dla przyktadu poka-
zemy jak badac stabilno$¢ k-krokowej jawnej metody Adamsa-Bashfortha;
stabilnos¢ niejawnych metod Adamsa-Moultona bada sie zupetnie podob-
nie.

Rozwazmy rownanie (4), w ktorym wszystkie y; zostaty zaburzone: y; —
y; + €. Mamy

k

Ynt1tEnt1 = Yntenth Z Bif ($n+1—j, Ynt+i1—j + €n+1—j)
=1

u of
= Yn+5n+h Z 6]' (fn+1j+ —

En+1-j |- (10)
OY Int1-; j)
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Wszystkie k jakobiany w réwnaniu (10) oblicza sie w roZznych punktach. Je-
Sli jednak krok h jest maty, mozemy przyjac, ze w przyblizeniu sg one sobie
rowne, podobnie jak to robili§my przy analizie stabilno$ci metod Rungego-
Kutty. (Zatozenie to nie jest spetnione w miejscach, w ktorych funkcja zmie-
nia sie bardzo gwattownie.) Wobec czego przechodzimy do reprezentacii,
w ktorej jakobian jest diagonalny — zastepujemy jakobian 0f /0y jego war-
toScig wlasng A, natomiast btedy e; zastepujemy odpowiednig sktadowg
;. Formalnie rzecz biorgc, analize takg trzeba powtérzy¢ dla wszystkich A
| odpowiadajgcych im sktadowych bteddw, okaze sie jednak, ze nie jest to
konieczne.

Z rdwnania (10) otrzymujemy zatem

Endt1 = en + hAB1en + hABoep 1+ - + hABren 41—k - (11)
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Macierz wzmocnienia

Oznaczmy hA = z. Rownanie (11

mozemy przepisaC w postaci macie-

rzowe;

_€n+1 _ 145312 Bz B3z Br—17z DBrz
En 1 0 0 0 0
En—1 = 0 1 0 0 0
€n+2—k 0 0 0 1 O

czyli
Zwracam uwage, ze e, z rownania (10) i £, z rownania (12b

En
En—1
En—2

5n+1—k_
(12a)

(12b)
to sg zupetnie

rozne wektory. Badanie stabilno$ci metody sprowadza sie teraz do
znalezienia wartosci wtasnych macierzy wzmocnienia G.
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Wartosci witasne macierzy wzmocnienia

Oznaczmy W, = det(G — gl). Rozwijajgc wzgledem ostatniej kolumny
(patrz (12a)) otrzymujemy

1 —g O 0 |
O 1 -—g 0
Wip=—-gWp 1+ (=118 2det| 0 0 1 0 (13)
0 0 O 1

Wyznacznik macierzy wypisanej jawnie w rownaniu (13) wynosi 1. Poste-
powanie to tatwo iterowac. Ostatecznie otrzymujemy nastepujgce rowna-
nie charakterystyczne dla macierzy wzmocnienia (uwaga: zmienng jest g):
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" — (1 +261)9" 1 —2609"% - — 28,19 — 268, =0. (14)

Metoda Adamsa-Bashfortha rzedu k jest stabilna jesli wszystkie pierwiastki
rownania (14) lezg wewngtrz okregu jednostkowego. Ogot takich z, dla
ktorych pierwiastki (14) lezg wewnatrz okregu jednostkowego, nazywam
obszarem stabilnosci metody. Zauwazmy, ze analizujgc obszar stabilno-
sci, uwalniamy sie niejako od rownania rézniczkowego, obecnego tu for-
malnie tylko poprzez wartoSci wtasne jakobianu, a skupiamy sie na samej
metodzie, podobnie jak to byto dla metod Rungego-Kutty.

Wyprowadzenie rownan opisujgcych stabilno$¢ niejawnych metod
Adamsa-Moultona i BDF, omawianych ponizej, przebiega w sposbéb analo-
giczny.
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e Obszar stabilnosci metod Adamsa-Bashfortha maleje wraz ze wzro-
stem rzedu metody.

e Dwie pierwsze metody Adamsa-Moultona sg A-stabilne, obszary sta-
bilnoSci pozostatych malejg wraz ze wzrostem rzedu metody.

e Zadna metoda wielokrokowa oparta o interpolacje/ekstrapolacje wie-
lomianowg z k£ > 6 nie jest stabilna!

e Mozna konstruowac stabilne metody wielokrokowe wyzszych rzeddw,
ale dla nich nie obowigzuje juz paradygmat ekstrapolowania pochod-
nej na podstawie zachowania w poprzednich weztach — nie sg to wiec
metody Adamsa.
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Metody predyktor-korektor (predictor-corrector)

Jesli problem nie jest sztywny, bardzo czesto pewng jawng metode
Adamsa-Bashfortha stosuje sie jednoczesnie z niejawng metodg
Adamsa-Moultona (9) o tym samym rzedzie. Za pomocg metody jawnej
przewiduje sie rozwigzanie, ktdre potem poprawia sie za pomocg metody
niejawnej. Mozna to dalej powtarzac, poprawiajac poprawione®. Uzyskana
metoda jest oczywiscie jawna — unika sie rozwigzywania uktadu réwnan
algebraicznych, na ogo6t nieliniowych.

Metody predyktor-korektor sg bardzo popularnem— w praktycznych zasto-
sowaniach metody Adamsa wystepujg prawie wytgcznie w tym zestawie-
niu.

*Vide grabit’ nagrabljennoje.
TAle ja ich nie lubie ®
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Przyktad:

Ynt1 = Yo+ 30 (3f,—f, 1), (15a)
Yn4+1 — ¥Yn + %h (f($n+1> }N’n-|-1) + fn) ; (13b)
fror1 = (@41, Yng1)- (15¢)

Niekiedy krok korektora powtarza sie (iteruje) w celu uzyskania samo-
uzgodnionego (self-consistent) rozwigzania nieliniowego rownania alge-
braicznego. Na ogot jednak dokonuje sie tylko jednego lub dwoch krokow
korektora.
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Zmiana kroku w metodach Adamsa

Metody wielokrokowe sg oparte o ekstrapolacje/interpolacje o ustalonych
weztach. Zmiana kroku jest mozliwa, ale ktopotliwa — do kazdego przy-
padku trzeba wyprowadzac¢ odpowiedni wzor.

Przyktad: Wyprowadzmy wzor postaci

Yn+1 — ¥Yn + hpAnf(zn, yn) + hnBnf(zp-1,yn-1) (16)

gdzie xn — 1 = hp_1,Tp41 — TN = hp £ hy_1.
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Zachodzi
LTp+1

Ynt1=vo+ [ flzy(@)de
In
Funkcje podcatkowg przyblizam jako

In — X

f(z,y(z)) ~ —n=Lg 4

Ln — Tp—1 In — Tp—1

fn—l

Po wykonaniu catkowania dostaje

(17)

(18)
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Tn+1 2 2
1 x —x _ _

LIn — Tp—1 Ln — Tp—1
In

(ﬂln(wn+1 —xzn) 1 37727,4-1 ~ xvzz) FoL =
- A n—1 —

Tn — Tp—1 2 xTp— Ty

T —x f
(xn—l—l — Tn) ( ntl L + Tn — xn—l) . -

2 Tn — Tp_1
(s — o) Ll (19)
Ostatecznie
Yn+1 =Yn + hn [(1 + Qh};n_1> fn — thnn_lfn—1] : (20)
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Metody BDF

Metody Adamsa oparte sg na interpolacji/ekstrapolacji pochodnej. Czy
mozna zbudowa¢ metody oparte na ekstrapolacji poprzednich wartosci po-
szukiwanej funkc;ji?

Tak — sg to tak zwane metody BDF (Backward Differentiation Formula).
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Punktem wyjScia jest jest znany wzér na interpolacje Lagrange’a:

p—1
y(z) ~ ) Li(@)y; (21)
7=0
gdzie y; = y(z;). Weztami interpolacji sg punkty z,, .1, - .., Tn, Tp41-
“Przyszty” punkt jest weztem interpolacji! Rozniczkujemy wzér (21)), otrzy-
mujgc przyblizony wzor na pochodng:

dy sy /
j=0

po czym obliczamy go w punkcie x = x,, 4

dy
dx

Z 15(a)| (23)

Tr4-1 — x”+1
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Na mocy rownania (2), lewa strona rownania (23) jest rowna
f(xp41,¥n+1). Otrzymujemy zatem metode niejawng! Ostatecznie, po
uporzadkowaniu wyrazéw, dostajemy metode postaci

p—2

Yn+1 — Z Ap—2.7Yn—j + hﬁp—Qf(xn—l—L Yn—l—l) . (24)
7=0

Jest ona oparta o interpolacje p-punktowg i uzywa biezgcej oraz p—2 po-
przednich warto$ci poszukiwanej funkcji. Jest to metoda niejawna, rzedu
p—1. Wspoétczynniki o, 3 obliczamy w podany wyzej sposob. Charakterys-
tyczng cechg metod BDF jest to, ze pochodna jest obliczana tylko raz,
w prawym Krancu przedziatu, pojawia sie ngatomiast pewien wielomian in-
terpolacyjny w poszukiwanych wartosciach y.
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Przyktad: Metoda oparta o interpolacje na dwu punktach

Przeprowadzmy wielomian interpolacyjny funkcji y przez punkty xn, z,, 4 1.

y(z) =

r — r —
n+1}’n+ -

Rozniczkujgc (25) otrzymujemy

Yn+1
LIn — Tp41 LIn+1 — In
1 1
— —E(CU — wn—|—1)yn + E(ZE — xn)Yn—I—l . (25)
1 1
y'(z) = —¥nt o Yni1 (26)

Lewa strone réwnania

26

wyliczamy w punkcie x,, . Korzystajgc z row-

nania (2) i porzadkujgc wyrazy, odtwarzamy niejawng metode Eulera.
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Przyktad: Metoda oparta o interpolacje na trzech punktach

Przeprowadzmy wielomian interpolacyjny funkcji y przez punkty

Lpn—1Tn, Lpt1-

(x —zn)(® — 2p41)
y(z) = Yn—1
(Tp—1 — xn)(Tp—1 — $n+l)
(z —zp_1)(@ —Tp41)
n
(Tn —xp—1)(Tn — xn—l—l)
(z —zp—1)(z — xn)
y (27)
(g1 — Tn_1)(@ppy —an)” "
Jezeli krok catkowania jest staty, (2/) upraszcza si¢ do

_|_

_|_

1 1
y(z) = Q—hQ(CB — ) (T — Tp41)Yn—1 — ﬁ(fv —Tp—1)(T —zp41)yn
1
+ W(SE —Tp—1)(® — Tn)yp41 (28)
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Ro6zniczkuje (28):
L
2h?

y' () = 5@ = 2041)¥n-1+ (@ = 20)yn-1— 2(z — 2,4 1)¥n

—2(z = 2p-1)yn+ (@ = 2p)¥pt1 + (@ — Tp_1)yn-1] -

(29)
Wyliczam (29) w punkcie 4 1:
1
Y (2n41) = 55 |h¥n-1 = 2 2hyn + hyni1 + 2hypg1] - (30)
Po skorzystaniu z rownania (2) i uporzgdkowaniu wyrazow, otrzymuje
4 1 2
Yn+1 — gyn — gyn—l + ghf($n+1, Yn—|—1) . (31)
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Wszystkie sensowne metody BDF

Yn+1
Yn41
Yn+1
Yn41

yn—l—l

yn—l—l

Y, + Rhf, 1 + O(h?) (32a)
% (4yn — yn_1> + %hfn—|—1 + O(h3) (32Db)
11 (18y, — 9y, 1 + 2y, o) + ghfup1 +O(*)  (32¢)
% (48yn — 36y,,_1 +16y,,_»> — 3yn—3) + %hfn-l-l

+ O(h°) (32d)
137 (300y,, — 300y,,_; 4+ 200y, 5 — 75y, 3+ 12y, 4)

+ hf, 1 + O(RO) (32e)
147 (360y,, — 450y,, 1 + 400y, 5 — 225y, 3+ 72y, 4
— 10y,,_5) + 2&hf, 11 + O(h7) (32f)
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Zgodnos¢ metod BDF tez, po prostych rachunkach, okazuje sie by¢ oczy-
wista ©. Dla przyktadu, dla drugiej z metod BDF otrzymujemy

yn—|—1_yn_Yn_yn—1
h

3 =2f, 1. (33)

Metody BDF do rzedu szdstego sg stabilne poza pewnym obszarem ogra-
niczonym, ktory roénie wraz ze wzrostem rzedu metody. Przewaga metod
BDF nad metodami Adamsa-Moultona polega na lepszej stabilnosci BDF.
Jesli uktad nie jest zbyt sztywny, preferowane sg jednak metody Adamsa-
Moultona, gdyz te metody dajg mniejszy btad, niz metody BDF tego sa-
mego rzedu.
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Stabilnos¢ metod BDF

Aby zbadac¢ stabilnos¢ metod BDF, rozwazamy zaburzone rownanie (24):
p—2
Yn+1 + En+1 — Z O‘j(Yn—j + €n—j) + hﬁf(xn—l—LYn—l—l + en—l—l)
j=0
p—2
~ > oyp—j + hBf(xn41, Ynt1)
j=0
b2 of
+ > aje,—j+hB v En+1 (34)
7=0 Y Tp41,Yn+1

Teraz przechodzimy do reprezentacji diagonalnej jakobianu. Niech A be-

dzie jego wartoscig wtasng. Oznaczam z = h\ i otrzymuje

p—2
(1-B2)ept1 = ), ajen_j (35)
J=0
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Podobnie jak poprzednio, zapisuje réwnanie

En+1
En

En—1

| En—p+3 _

aQ

]

a2

35

1-62z 1-pBz 1-p=z
1 O O
O 1 O
0 0 O

«

1-5z En
O En—1
O En—2
0 1| en—p+2

w postaci macierzowey:

p—2

(36)

Metoda jest stabilna, jesli wszystkie wartosci wtasne macierzy w réwnaniu

36) sg na modut mniejsze od jeden, czyli gdy wszystkie pierwiastki row-

nania charakterystycznego lezg wewnatrz okregu jednostkowego. Zbior
takich z € C, dla ktérych jest to spetnione, nazywam obszarem stabilnos-
ci odpowiedniej metody BDF. Musimy rozwazac obszary zespolone, gdyz
wartosci wtasne jakobianu mogg by¢ zespolone.
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Zmiana kroku w metodach BDF

... jest klopotliwa, podobnie jak w przypadku metod Adamsa. Nalezy roz-
wazac wielomiany interpolacyjne postaci (27) (i wyzszych rzeddw!), w kto-
rych nie zaktadamy, ze kolejne wezty sg rownoodlegte. Postepujac jak po-
przednio, otrzymujemy zwarte wzory — mniej eleganckie, niz wzory (32
zaktadajgce staty krok, tym niemniej uzyteczne.
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Zalety metod wielokrokowych

© Koncepcyjna prostota, tatwo$¢ zaimplementowania.
© Szybkoé¢ (zwtaszcza dla metod jawnych).

© Uzyskanie wysokiego rzedu jest obliczeniowo tanie.
© Popularnos¢, bardzo duza ilos¢ gotowych koddw.

Wady metod wielokrokowych

@ Wymagajg inicjalizaciji.
® Metody Adamsa (ale nie BDF!) majg kiepskie wtasnosci stabilnosci.

® Ktopotliwa zmiana kroku.
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