Catkowanie metodami Monte Carlo
,,Od igly Buffona do metod redukcji wariancji”

Igta Buffona i metoda Monte Carlo typu ,,orzet—reszka”.
Metoda podstawowa catkowania Monte Carlo.

Klasyczne metody redukcji wariancji.
> Losowanie warstwowe.

> Metoda Sredniej wazone,;.

> Metoda zmiennych kontrolnych.

> Metoda zmiennych antytetycznych.

= http://th-www.if.uj.edu.pl/"placzek/dydaktyka/MMC/
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Igta Buffona | szacowanie liczby 2

» Igta Buffona (Buffon 1777, Laplace 1886) :

Igte o dtugosci [ rzucamy losowo na pozioma ptaszczyzne pokryta rownolegtymi liniami prostymi
o odstepie L (L > l). Jezeli rzucona igta przetnie linie, to liczymy ,,trafienie” , w przeciwnym
wypadku liczymy ,,chybienie” . Przez zliczanie trafie n i chybie h wyznaczy¢ wartoS¢ liczby .

Eksperyment: Teoria:
x — kat miedzy igta a normalna do linii, z € U (0, 7),

= funkcja gestosci prawdopodobiehstwa zmiennej x:

/

7

n — liczba trafien, p(x) = — |cos x|,

p(x) — prawdopodob. , trafienia” dla danej wartosci

[

L

= Catkowite prawdopodobienstwo ,,trafienia”:

" 21
P=Elp(@) = [ pla)pla)ds =
0 T

N —liczba prob
(,,trafienia” + ,,chybienia”)

—>P:2—ZL:> 7%:2]\5 > T
N—o0 i ko N—oo

> Prawo wielkich liczb (PWL):
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|gta Buffona — modelowanie Monte Carlo 3

e Monte Carlo typu ,,orzet—reszka”

Dzieku symetrii p(x) bierzemy: 0 < x < 7.
> Algorytm:

Generujemy robwnomiernie dwie zmienne: |
(z,y) : O<z<3 i 0<y<l | chybienie

< p(x) : trafienie,
> p(x) : chybienie.

Zdefiniujmy funkcje wagowa: w(z,y) = O(p(x) — y),
gdzie: O(z) =0dlaz <0 i O(z) = 1dlaz > 0 (funkcja schodkowa).
> Funkcja gestosci prawdopodobienstwa: o(z,y) = p(x)g(y) = 2 - 1.

—> Catkowite prawdopodobienstwo:
P =E(w) = /w(xay)@(w,y)dwdy -~

—> Odchylenie standardowe estymatora Monte Carlo ﬁ;

0:\/%\/P(1—P) R o= —Nl—l\/;\zf<
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Igta Buffona — Monte Carlo typu ,,orzet—reszka” 4

Szacowanie prawdopodobie nstwa (catki) jako stosunku liczby trafie  n (sukces 6w) do liczby

prob losowych nazywa si € metod g ,,0rzel-reszka” (,,sukces—porazka”; ang. ‘hit—or—miss’).

e Jaka jest oczekiwana doktadnos$c¢ po [NV probach?

n — liczba trafien spetnia rozktad dwumianowy (Bernoulliego).

» Rozktad dwumianowy:

n

P(n) (N) P"(1-P)N" n=0,1,...,N,

gdzie: P — prawdopodobienstwo sukcesu, N — liczba prob.
> Wartos¢ oczekiwana: FE(n) = NP,
> Wariancja: V(n)=NP(1—-P).

» , Igta Buffona” — warto S¢ oczekiwana i wariancja estymatora MC prawdopodobie  nstwa P:

P(1— P)
—.

E(P)="P, V(P) =

= Cw. A9: Pokazat powyzsze.
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Efektywno SC metody ,,orzel-reszka” 5

,,Igta Buffona”: niech [ = L (dla prostoty)

» Estymator MC liczby 7 i jego odchylenie standardowe (teoretyczne):

. 2N . 1 [T
™=, —— 4/ =—1.
n N 2

= Cw. A10: Pokazat powyzsze.
374

VN

> To znaczy, ze niepewnoS¢ oszacowania liczby 7 jest:
po 100  probach: 0.2374
PO 10000 probach: 0.0237
po 1000000 probach: 0.0024

orzel-reszka

— O-ﬁ_

— Te niedokiadno Sci s a bardzo duze!
Czy mozemy to poprawi C€?

= Cw. N2.1: Wykona¢ komputerowe modelowanie problemu ,,igly Buffona”. Wyznacza¢ wartos¢
liczby 7™ metoda ,,orzel—reszka” i wyliczac jej teoretyczne oraz praktyczne odchylenie

standardowe. Obserwowac zbieznoS¢ wynikow do doktadnej wartosci dla rosnacej liczby prob.
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Igta Buffona — metoda podstawowa Monte Carlo 6

e Podstawa: prawo wielkich liczb (PWL)

%me) — / f(x) dz = E(f)

» Odchylenie standardowe (teoretyczne): o = \/— \/ EQ(f)]

Zdefiniujmy:  w(x) = p(x) = % cosx igenerujmy x rownomiernie w przedziale (0, 7).

> Na podstawie PWL mamy:

N

P [wp@is— [ (Leoss) 2de=2 — LS u
= ’LUCEIOZC €Tr = . LCOSZC ﬂ_m—ﬂ_L N_>OON ’LU.CCZ.

=1
> Odchylenie standardowe estymatora MC liczby 7 dla { = L:

- 152
W_\/N

Metoda Monte Carlo szacowania catki w oparciu o prawo wielki ch liczb nazywa si e metod g

= Cw. Al11: Pokazac.

podstawow g Monte Carlo (ang. crude Monte Carlo).

— Metoda podstawowa Monte Carlo jest bardziej wydajna niz me toda ,,orzet-reszka”!

» Ale metoda ,,orzet-reszka” daje przypadki niewazone (tzn. ze statg waga = 1), podczas gdy

metoda podstawowa daje przypadki wazone (tzn. ze zmienng waga)!
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Metoda podstawowa a metoda ,,orzet—reszka” 7

e Twierdzenie:

Metoda podstawowa Monte Carlo nie jest nigdy mniej wydajna n iz metoda ,,orzet—reszka”!

» Dowod:
Niech I = fo x)dr i 0 < f(x) <1 (da prostoty).

> Wariancja dla metody ,,orzet-reszka”: V(foR) =~ (I - 12)
> Wariancja dla metody podstawowej: V( = % UO f2 —I?
= Vor) = V(p) = % I - [y f2(a } =L f(a:)[l — f(x)]dz > 0. cn.d)
— V(Ior) — V(Ip) =0 tylko gdy f(z) = 01lub f(z) = 1, czyli dia funkcji schodkowej.
= Cw. N2.2: Uzywajac metody "orzel-reszka” oraz metody podstawowej MC policzy¢ catki:
1
1 2

1
P = : o(z) dz qb(x):me—%; (@:0.341345,/ ¢2(x)dm20.118861),

U = // Y(x,y)dedy, P(x,y) = \/1— (2 +y?).

Wyznaczyc teoretyczne i praktyczne odchylenia standardowe dla obu tych catek.

Porownac zbieznos¢ obu metod Monte Carlo.
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Uog olnienie na wiele wymiar ow 8

Metoda podstawowa — przypadek og olny

Niech x = (x1, 2, . . . , T, ) — Wektor w m-wymiarowej przestrzeni, tzn. x € R™,
QCR™ - pewien obszar w m-wymiarowej przestrzeni,
V = M(2) - objetost tego obszaru.

1_/} Ydx =V /f gf_v/} )dp(z) = VJ = VE(f).

ozn.

» Estymator MC.:

N
A 1 : :
- — E F(DY, 2z e U(Q), tzn. rozkiad rownomierny na §2 .

» Odchylenie standardowe:

1
VNN -1\

> Stad dla estymatora catki / mamy:

5(J) =

I=VJ,
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Uog olnienie na wiele wymiar ow 9

Metoda ,,orzel-reszka” — przypadek og 0olny

Niech x = (x1, 2, . . . , T, ) — Wektor w m-wymiarowej przestrzeni, tzn. x € R™,
() C R™ — pewien obszar w m-wymiarowej przestrzeni,
V = 9(€2) - objetos¢ tego obszaru.

B B fmax N d_CIZ Smax dy )
- éf(:v)d:c_ édfc [ et y)—meaxé v e ).

gdzie: (z,y) € U (2 X [0, finax]) -

> Oznaczamy:

dr I dy
_ [ O _ e
K év e @) ) = B(O),

< f(x) - trafienie: waga = 1,
>Losujemy (x,y) € U (2 X [0, fmax]) | Sprawdzamy: y
> f(x) - chybienie: waga = 0.

» Niech: N —liczba préb, n — liczba trafiehn —— estymator MC i jego odchylenie standardowe:

A

K= oK)= e VEU=R) = [ = fuuV K, 6(I) = faaV 6(R).
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Klasyczne metody redukcji wariancji 10

® NiepewnoScC obliczania catki metoda Monte Carlo:

1
o= \/—N\/V(f).

Ta niepewno$c moze byt zmniejszona przez zwiekszanie [V, tzn. rozmiaru proby losowe;

— bardzo powolna poprawa (zbiezno S¢)!
1

o~ —F—.

VN

» Inny spos 6b — zmniejszanie wariancji funkcji: V' (f),

o~\V(f).

(Por. Metoda ,,orzel-reszka” < Metoda podstawowa)

» Dlatego wazne jest poszukiwanie metod redukcji wariancji !

[> Poznamy cztery podstawowe klasyczne metody redukcji wariancji:
1) Losowanie warstwowe (ang. stratified sampling),
2) Medoda Sredniej wazonej (ang. importance sampling),
3) Medoda zmiennych kontrolnych (ang. control variates),
4) Medoda zmiennych antytetycznych (ang. antithetic variates).

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 2



. osowanie warstwowe 11

Intuicyjnie, duze niepewnosci catkowania metodami Monte Carlo sg spowodowane tym, ze funkcja
podcatkowa rozni sie znacznie od rozktadu ptaskiego — duze fluktuacje warto Sci funkcji w

oszacowaniu MC catki!

» Mozliwe rozwigzanie: Sprawi€ by rozkiad wartosci funkcji wchodzgcych do estymatora MC catki

byt bardziej rownomierny.

e Losowanie warstwowe

> Oparte o fundamentalng wtasnos¢ catki Riemanna:

I:/Olf(u)du:/Oaf(u)dqu/:f(u)du, O<a<l.

» Ogolny schemat:

Obszar catkowania dzielimy na pewn a liczb e podobszar 6w. W 7-tym podobszarze,
ktorego obj etoSC wynosi w; losujemy n,; punkt 6w wedtug rozktadu r oOwnomiernego.
Nastepnie tworzymy sumy cz eSciowe warto Sci funkcji w wylosowanych punktach dla

kazdego podobszaru i te sumy dodajemy do siebie z wagami pro porcjonalnymi do  wj

| odwrotnie proporcjonalnymido 7.
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Losowanie warstwowe — szczeg Oty 12

I = /f(a:) dz, 0

a catka po 7-tym podobszarze:

Ij:/f(a:)d:v — I

> p; — jednorodny rozktad w j-ym podobszarze: dp; = £ — I; =w, [ f(z)dp, .
wj
» Catka Ij jest obliczana w oparciu o metode podstawowag MC — jej estymator MC wynosi:

gdzie V;( f) jest wariancja funkcji f w j-ym podobszarze.
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Rownomierne warstwy 13

= Cw. A12: Pokaza¢, ze estymator MC I dla losowania warstwowego jest estymatorem

A

nieobcigzonym oraz udowodni¢ wz0r na wariancje teoretycznag V(I) tego estymatora.

Mozna pokaza C, ze podziat nar dwnomierne warstwy ( w; = wy i n; = n; dla wszystkich 7,0
nie powoduje zwi ekszenia wariancji i generalnie prowadzi do jej zmniejszen e, jezeli tylko

warto Sci oczekiwane funkcjis g rézne w r 6znych warstwach.

— Np. podziat na dwie rowne warstwy: wi = wg = %Q, Ny = Nog =

= V(fp)—V(fLW):% / F(x) da — / f(z) da

gdzie: I p — estymator MC calki dla metody podstawowej, a I Lw — estymator MC tej caiki

dla losowania warstwowego.
= Cw. A13: Udowodnit powyzsze.

» Podziat na r bwnomierne warstwy jest najbezpieczniejszym wyborem kied y nie wiemy nic

o funkcji podcatkowej!
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Losowanie warstwowe dla problemu ,,igty Buffona” 14

» Przyjmijmy [ = L i wykonajmy podziat na rownomierne warstwy dla £ = 5 podobszarow:

p(x) Mamy: wj:%:f—o i nj:%.

Z: > Estymator MC prawdopodobiehstwa trafienia:

| O, M2 | &

b _ — “i Yy - & .
i P = O ; n; ;p(ﬂfj ) = N ;p(%)-

0.4F

03E

M: > Odchylenie standardowe estymatora MC liczby 7:
oiE 4 5 W 0.345 P 1.52

0’\\\\\\\\\ \\\\\\\|\\ N /\N
0 . . . . 1 12 14 O'ﬂ. Y < O'ﬂ._—.

" VN VN

e \W powyzszym podziale na rownomierne warstwy generowaliSmy te same liczby punktow w

kazdym podpobszarze, niezaleznie od ich wktadu do petnej calki.
e To mozna poprawic albo przez generowanie liczby punktdw proporcjonalnie do pol niebieskich

prostokatow, albo przez podziat obszaru catkowania na podobszary, dla ktérych odpowiednie

niebieskie prostokaty majg jednakowe pola .

= Cw. N3.1: W oparciu o metode losowania warstwowego policzy¢ catki ® i U, dzielac obszary

catkowania na 5 warstw o rownych objetosciach (odcinki dla ®, wspotsrodkowe pierscienie
dla ). Obliczac praktyczne odchylenia standardowe i porownywac szybkoS¢ zbieznosci

tej metody oraz metody podstwowe,.
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Metoda Sredniej wazonej 15

Duza zmienno $¢ warto Sci funkcji  f prowadzi do duzej niepewno  $ci oszacowania MC jej caiki.
» Rachunki MC bytlyby bardziej efektywne gdyby kazdy punkt miat prawie te sama wartoS¢ funkgciji.
— Rozwigzanie: zamiana zmiennej(ych) catkowania:

x dG(x

dG(x ; dzi —
(x) ( ) gazie 9( ) l
e Schemat rachunku MC:

— jakobian.

(i) Punkty generujemy wedtug rozktadu G(az) zamiast rownomiernie.

(i) Dla kazdego punktu liczymy wage: w(x) = f(x)/g(x), g - tzw. funkcja pr 6bna.

(iii) Obliczamy wartos¢ oczekiwana E’G(w) i wariancje Vg(w) dla catej proby losowe;.

» Jezeli g(z) jest odpowiednio dobrana, to wariancja wagi w = f /g moze by¢ znaczaco
mniejsza niz wariancja funkcji f! (mozemy miec nawet: w = const = Vg (w) = 0.

» Mozna otrzymac przypadki niewazone przez zastosowanie metody ,,orzel—reszka” dla w(:r;)

e \Wymagania:

> Funkcja g(:c) powinna by¢ nieujemna na catym obszarze i catkowalna analitycznie.
> Dystrybuanta G () odwracalna analitycznie (niewielka liczba znanych funkcji) lub powinien
by€ dostepny generator rozktadu g. Mozliwe jest tez numeryczne odwracanie funkcji,

ale zwykle jest ono wolniejsze, a takze moze byc mniej doktadne i mniej stabilne.
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Metoda Sredniej wazonej dla problemu ,,iglty Buffona” 16

> Niech [ = L, dla prostoty.

2EN9(X)

A

W(X) » Funkcja wagowa:

w(a:):@ T COSZT

0.8L

oo
sl glz)  41—2zx/x 4

04 > Odchylenie standardowe estymatora MC liczby 7r:
0.2; SW N 0406 152

s < 0n X

07\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\‘\\\'\\ -
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 X / \/ / \l

» Mozemy nawet uzyskac lepszy wynik przez wybor:  g(x) = cos .

> Wowczas: G(xz) =sinxz - odwracalna analitycznie.
» Funkcja wagowa: w(x) = 1!

> To znaczy, ze mozemy obliczyC nasza catke doktadnie, bo wariancja: V(w) =0m

e Metoda Sredniej wazonej jest jedn @ z najbardziej podstawowych i uzytecznych technik

Monte Carlo, umozliwiaj aca osiagniecie znacznej redukcji wariancji.

e Jest to jedyna znana metoda usuwania niesko  nhczonych osobliwo  ci funkcji  f — przez

wyb oOr funkcji pr 6bnej g z analogicznymi osobliwo Sciami w tych samych miejscach.
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Metoda Sredniej wazonej — wady 17

Wady metody Sredniej wazonej:

Klasa funkciji, kt 6re s g catkowalne i odwracalne analitycznie jest mata  (gtownie funkcje
trygonometryczne, wyktadnicze, wielomiany bardzo niskie go stopnia oraz ich

kombinacje) .

Liczenie catek wielowymiarowych jest, poza najprostszymi funkcjami, bardzo
skomplikowane — najcz esciej jest sprowadzane do odpowiednich kombinacji catkowa

jednowymiarowych.

Moze by C niestabilna, np. kiedy funkcja g staje si e bardzo mata, to wariancja V(f/g)

moze sta ¢ sie bardzo duza! (o ile funkcja f nie jest odpowiednio mata w tych samych
obszarach) .
» Niebezpiecze hstwo: ¢ zeruje si e w obszarach, gdzie f #0 = V(f/g) = oo!

= Cw. N3.2: Korzystajac z metody $redniej wazonej policzy¢ catke ®. Jako funkcji pr 6bnych
uzy€ funkcji liniowych . Zastosowac dwa sposoby normalizacji funkcji probnych: addytywny
| multiplikatywny . Oblicza¢ praktyczne odchylenia standardowe i porownywac szybkoSc

zbieznosci tej metody oraz metod poprzednich.
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Metoda zmiennych kontrolnych 18

> Podobna do metody Sredniej wazonej, z tym ze funkcja probna g jest tu odejmowana od f.

» Podstawa matematyczna — liniowo $¢ caiki :

/f(SU)de:/[f(:E)—g(x)]d:v + /g(w)da:.

> Funkcja g musi byC dobrana tak, ze catka f g(x)da: jest znana, najlepiej analitycznie.

= Niepewno $¢ rachunku MC pochodzi tylko od obliczania catki: [ [f(z) — g(z)] da.

» Wariancja: V(f _ g) _ .0,
g—f
> Zalety:
e Bardziej stabilna od metody Sredniej wazonej, poniewaz zera funkcji g nie powoduja osobliwoSci
dia (f — g).
e Calka funkcji probnej g nie musi by¢ odwracalna analitycznie.
» Wady:

> Nadaje sie tylko do liczenia catek, nie mozna jej stosowac¢ do generowania rozktadu f(a:')

= Cw. N3.3: W oparciu 0 metode zmiennych kontrolnych  policzy¢ catke ®.
Jako funkcji pr 6bnych uzyc funkcji liniowych , jak cwiczeniu dla metody Sredniej wazone,j.
Oblicza¢ praktyczne odchylenia standardowe i porownywac szybkoS¢ zbieznosci tej metody

oraz metod poprzednich.
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Metoda zmiennych antytetycznych 19

e Zwykle w rachunkach MC uzywa sie liczb (punktow) losowych, ktére sa niezalezne
(przynajmniej w zasadzie !).
e Metoda zmiennych antytetycznych celowo uzywa punkt 6w skorelowanych , wykorzystujac

fakt, ze te korelacje moga byC ujemne.

Niech:  f’, f"" — pewne funkgcje,
> Wariancja: ~ V(f'+ f") =V (f)+V(f")+2Cou(f', f").

» Jezeli Cov(f', f") <0 = V(f '+ f") < V(f)+ V().

To znaczy, jezeli da sie tak dobra¢ wybor punktow, ze f’ i f”/ beda ujemnie skorelowane |, to

mozna 0siggnac znaczn g redukcj e wariancji !

» Wady:
e Wymaga to jednak znajomo Sci funkcji  f i nie jest tatwo podac ogbine metody uzyskiwania
takich ujemnych korelaciji.
e Trudno jg uogolnic na catki wielowymiarowe (znane sa rozwigzania tylko dla pewnych
szczegoOlnych funkciji).

e Nie nadaje sie do generowania rozktadow f ().
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Metoda zmiennych antytetycznych w praktyce 20

PRZYKLAD:

Niech f(x) — monotonicznie rosnaca funkcja zmiennej x € |0, 1],
= f(x) i f(1 — x) - ujemnie skorelowane! (bo jezeli f(z) / to f(1 — x) \, i odwrotnie.)

Wezmy f(a) = 3 [f(a) + F(1 — )]

> Uzyskujemy redukcj e wariancji :

= Cw. N3.4: Korzystajac z metody zmiennych antytetycznych  policzy¢ catke @ i jej praktyczne

odchylenie standardowe. Jako estymatora funkcji uzyé: ¢(x) = L o(x) + ¢(1 — ).

Porownac efektywnosc tej metody oraz metod poprzednich.
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