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Rownania catkowe,
zagadnienia wiasne,
Interpolacja funkcji wielu zmiennych

e Rozwiagzywanie r Ownan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego.
e Zastosowanie metod bt adzenia przypadkowego do zagadnie n wiasnych.

¢ Interpolacja funkcji wielu zmiennych metod 3 Monte Carlo.
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Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 2

Rownanie catkowe Fredholma drugiego rodzaju

o(x) = f(z) + / K(z,y) d(y)dy.

gdzie f i K —znane funkcje;

K (x,y) —jadro (kernel) r 6wnania catkowego.
» Zadanie: Znalez¢ funkcj e ¢ spetniaj aca powyzsze r 6wnanie.
> Nie ma wydajnych metod klasycznej analizy numerycznej rozwigzywania tego typu rownan!

Warunki jakie musza spetniac funkcje f i K, aby mozna byto stosowac okre$lone metody
rozwigzywania powyzszego rownania catkowego sa rozne dla r6znych metod.

> Zawsze bedziemy zakladac, ze szereg Neumanna dla powyzszego rownania jest zbiezny.

» Metody Monte Carlo:

Zbudowac model probabilistyczny, ktérego rozwigzanie jest rownowazne rozwigzaniu

powyzszego rbwnania. — Taki model mozna zbudowac na wiele roznych sposobow.
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Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 3

Szereg Neumanna dla r ownia catkowego Fredholma:

Kolejne przyblizenia rozwigzania rownania catkowego:

/ K (z,y) ¢o(y)dy = f(z).

Wprowadzajgc oznaczenia
KM (z,y) =

otrzymujemy
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Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 4

Kontynuujac ten proces, oznaczamy

b
lﬁm@w%=/-K®¢ﬂ4””@wMu

wowczas n-te przyblizenie rozwigzania rownania catkowego ma postac:

b b
<mu»=f@w+/‘K“mawf@my+/‘K@mmwf@my+”.

-+/‘meuwf@my

» Przechodzac do granicy n — o0 otrzymujemy szereg Neumanna :

n—oo

o) = lim g, (v +Z/kmxy<m

e Szereg Neumanna jest zbiezny absolutnie i jednostajnie na kwadracie a < x,y < b dla:

// K(z,y)|?dedy < 1.
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Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 5

Metoda E. S. Page’a:

Model btadzenia przypadkowego czasteczki X po odcinku (a, b):

e W chwili ¢ = 0 czasteczka X znajduje sie w punkcie xg = .

e Jesliw chwilit = n — 1 czasteczka znajdowata sie w potozeniu x,,_1, tow chwilit = n
znajduje sie w potozeniu x,, = x,,_1 + &, gdzie &1, &o, . . . sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o rozktadzie danym gestoScia p.

e Czasteczka ulega anihilacji , gdy przekroczy brzeg x = a lub x = b.

Czas zycia czasteczki X wynosin, jezelix,, < a lub x,, > b oraz a < x; < b dla
wszystkich t =0,1,2,...,n — 1.

» Oczekiwany czas zycia T(a:) czasteczki X, ktora w chwili ¢ = 0 znajduje sie w punkcie x speia
rownanie catkowe:

b
r(z) = pu(a) + / 1+ 7()] ply — ) dy.

/ o p(y)dy + / - p(y)dy

gdzie

b—x
oznacza prawdopodobienstwo anihilacji czasteczki w chwili t = 1.

— 00
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Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 6

» Rownanie dla T(x) mozemy przeksztatcic do prostszej postaci:
b
T(z) =1 +/ T(y) ply — z) dy. 2)
a

Niech p(x) oznacza prawdopodobienstwo tego, ze czasteczka, ktora w chwili t = 0 byla w punkcie
x, ulegnie anihilacji z powodu przekroczenia granicy a,
(tznnxg =2, a <z <bdat=0,1,...,n—1, x, <a dapewnego n).

» Prawdopodobienstwo p(a:) spetnia nastepujace rownanie catkowe:

b
p(z) = ofx) + / p(y) ply — ) dy.

jest prawdopodobiehstwem anihilacji czasteczki w pierwszym kroku.
> Dla funkcji 7 oraz p otrzymaliSmy rownania catkowe Fredholma drugiego rodzaju.

—=> Zatem powyzszy schemat btgdzenia przypadkowego moze by¢ bezposSrednio uzyty do

szacowania rozwigzania rownania catkowego Fredholma w szczegolnej postaci (2) lub (3).

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wykiad 11



Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 7

Schemat rozwi gzywania og 6lnego r éwniania Fredholma w postaci  (1):
e Niech p(x) — gesto$ct prawdopodobienstwa niezaleznych zmiennych losowych &,, .

e Obserwujemy btadzenie przypadkowe czasteczki X jak w poprzednim schemacie.
Niech v = (CU(), T1,T2, ... ,:L'n) bedzie trajektorig tej czasteczki, tzn. a < x; < b dla
t=0,1,2,....n—1 oraz z,, < a lub x,, > b,

a v = (xo,r1,T2,...,2), r < n— poczatkowym odcinkiem tej trajektorii.

e Definiujemy zmienna losowa S(z):

S(x) = V{y-1) flzr_1),

V(’YO) =1 )

- K(xp—1,2,)
V(’YT) T ,O(xr . xr—l)

V(’yr—l) :

» Mozna dowie $¢, ze warto $¢ oczekiwana FE[S(x)], traktowana jako funkcja zmiennej  z,

spetnia r bwnanie catkowe (1).
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Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 8

» Definiujemy inng zmienng losowa:

V(yn—r) f(®n_r)
cole)=q )
0 r>n,

r<n,

gdzie p, () okreslone wzorem:

p1(z) = /_ a_mp(y)dy + / - p(y)dy,

pr(x) = /ab " /ab pler — ) p(x2 —x1) ... p(Tr—1 — Tr—2)

X P1 (a:r_l) dridxs...dxr,_1 dlar >1 ;

jest prawdopodobienstwem, ze czgsteczka, ktdra w pewnej chwili jest w punkcie x, przezyje
jeszcze doktadnie 7 chwil.

» Mozna dowie $¢, ze warto $¢ oczekiwana FE|c,. ()], traktowana jako funkcja zmiennej

spetnia r bwnanie catkowe (1).

> Dowody oraz szczegbty mozna znalez¢ w pracy: E. S. Page, ,,The Monte Carlo solution of some
integral equations”, Proc. Camb. Phil. Soc. 50 (1954) 414-425.
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Rozwigzywanie r dwnan catkowych metodami bt

adzenia przypadkowego

9

Przyktadowe rozwi azanie r bwnan catkowych (2)i (3) dla 500 trajektorii

Przedziat

WielkoSc

SZacowahna

Rozktad

p(x)

Rozwigzanie

doktadne

S()

c1(x)

a=0,b=1

7(0.5)

p(0.5)

N(0, 1)
Nia1(0,1)
N(0, 1)
Nia,1(0,1)

1.606
1.606
0.500
0.500

1.578 = 0.082
1.612 4= 0.056
0.492 4 0.028
0.500 £ 0.018

1.608 4= 0.002
1.648 = 0.050
0.499 £+ 0.008
0.499 £ 0.020

a=0,b=10

N(0,1)
N(0,1)

25.17
0.724

23.44 £+ 2.00
0.756 = 0.040

15.69 = 6.36
0.727 = 0.060

Niq,)(0, 1) — o0znacza standardowy rozktad normalny uciety do przedziatu [a, b|.

= Cw. N5*: Wykona¢ powyzsze obliczenia dla wiekszej liczby trajektorii.

> Uwaga:

Powyzsze metody pozwalajg szacowac rozwigzania rownan catkowych w pojedynczych punktach.
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Rozwiazywanie r Ownan catkowych metodami bt gdzenia przypadkowego 10

Metoda H. Kschwendta:

> Daje oszacowanie rozwigzania rownania (1) w catym przedziale (a, b).
> Dopuszcza przypadek gdy f i K sa funkcjami o wartosciach zespolonych.

Niech | f(x)| oraz | K (x, y)| — odpowiednio moduty liczb f(z) i K(z,y).
Definiujemy funkcje Wy(x) oraz C(x,y):

f(x) = Wo(x) |f(z)] K(z,y) = Clz,y) [K(z,y)|.

S(y) = / K (2, y)|de.

» Badamy btadzenie przypadkowe czasteczki X wedtug nastepujacego schematu:

e Czasteczka X ,,rodzi sie” w chwili ¢ = 0 w punkcie x € (a, b) wybranym losowo wedtug

rozkltadu prawdopodobienstwa

f@l
J21f(@)|dz

,,Urodzona” w punkcie x czasteczka otrzymuje wage Wo( )

q(r) =
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Rozwigzywanie r bwnan catkowych metodami bt gdzenia przypadkowego 11

e Biladzenie czasteczki odbywa sie w dyskretnych chwilach czasu wedtug nastepujacych zasad:

niech w chwilit = n — 1 czasteczka znajduje sie w punkcie y i ma wage W,,_1 (y)

1. Jezeli S(y) < 1, to z prawdopodobienstwem 1 — S(y) czasteczka ulega anihilacji lub z
prawdopodobienstwem S(y) przechodzi do punktu x wylosowanego wedtug rozktadu o
gestosci

K ()]

") = 5

| otrzymuje wage:

Wi(z) = C(z,y) Wn-1(y) -

. Jezeli S(y) > 1, to czasteczka zostaje zastapiona przez S(y) czasteczek, z ktorych kazda
otrzymuje wage czasteczki macierzystej.

Jezeli S(y) nie jest liczba catkowita, to nowa liczba czasteczek jest rowna | S(y) | z
prawdopodobienstwem 1 — {S(y) — [ S(y)]|} lub |S(y)| + 1 z prawdopodobiehstwem
S(y) — | S(y)]| (gdzie |a]| oznacza czest catkowita liczby a).

Kazda ,,nowonarodzona” czgsteczka wykonuje btadzenie przypadkowe wedtug opisanego

schematu w sposob niezalezny od pozostatych czgsteczek.
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Rozwiazywanie r Ownan catkowych metodami bt gdzenia przypadkowego 12

e Definiujemy zmienna losowa £(z), a < x < b jako sume wag wszystkich czasteczek, ktore
kiedykolwiek przebywaty w punkcie x, przy czym waga danej czasteczki wystepuje w tej sumie

tyle razy ile razy ta czasteczka przechodzita przez punkt x.

» Mozna udowodni¢, ze warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej & () jest rowna warto$ci

rozwigzania rownania catkowego (1) w punkcie .

> W praktyce zamiast funkcji ¢ szacuje sie funkcje schodkowa, przyjmujaca na przedziale

(x, x 4 dx) wartos¢:

r+dx
O A

Schemat obliczen:

1. Przedziat (a, b) dzielimy na s podprzedziatow (x,, ©, + Ax,), v =1,2,...,s.
Wprowadzamy zmienne pomocnicze M,,, przyjmujac poczatkowo M, =0, v =1,2,...,s.

. Losujemy punkt x ,,narodzin” czasteczki X wedtug rozktadu q(:z:) | przypisujemy jej wage
W = Wy(z).
. Znajdujemy takie v, ze x, < x < x, + Ax,, zwiekszamy wartos¢ M, o W, kladziemy

y = x i obliczamy S(y).
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Rozwigzywanie r Ownan catkowych metodami bt adzenia przypadkowego 13

. Jezel S(y) < 1, to przechodzimy do kroku 5, w przeciwnym razie przechodzimy do kroku 6.

. Losujemy liczbe R € U(0,1).
Jezeli R < S(y) to czgsteczka przechodzi do nowego punktu — dalsze obliczenia wykonujemu
od kroku 9.

Jezeli R > S(y) to czgsteczka ulega anihilacji — dalsze obliczenia wykonujemu od kroku 7.

. Obliczamy liczbe nowych czasteczek. Zapamietujemy ,, miejsce urodzenia” i i wage W tych

nowych czasteczek. Dalsze obliczenia dla kazdej czasteczki wykonujemy od kroku 9.

. Jezeli historie wszystkich czasteczek ,,urodzonych” przez czasteczke wygenerowang w kroku 2
zostaly juz doprowadzone do konca, to przechodzimy do kroku 10, w przeciwnym razie

przechodzimy do kroku 8.
. Rozpoczynamy obserwacje historii czasteczki ,,urodzonej”’ w kroku 6.

. Losujemy nowe potozenie czasteczki wedtug rozktadu /i(il?) i obliczamy jej nowa wage W
mnozac dotychczasowa wage przez C’(w, y) Dalsze obliczenia wykonujemy od kroku 3.

. Powtarzamy N razy obliczenia od kroku 2. Estymatorami catek CID(a:) sg wartosci:
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Rozwiazywanie r Ownan catkowych metodami bt gdzenia przypadkowego 14

Przyktadowe rozwigzanie rownania catkowego:

¢(x) =x+0.15 f02 In(zy?)¢(y)dy dia 20 000 trajektorii

Rozwigzanie Rozwigzanie
Przedziat Przedziat

Monte Carlo  doktadne Monte Carlo  dokfadne
—0.87 —0.83 0, 1. 1.37 1.36
—0.23 —0.24 1, 1. 1.48 1.49

0.03 0.05 2, 1. 1.65 1.62
0.35 0.27 3, 1. 1.82 1.75
0.44 0.46 4,1, 1.95 1.88
0.61 0.63 .0, 1. 1.98 2.00
0.79 0.79 .0, 1. 2.09 2.12
0.97 0.94 1, 1. 2.24 2.24
1.05 1.09 8, 1. 2.42 2.36
1.22 1.23 9, 2. 2.52 2.48

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wykiad 11



Rozwiazywanie r Ownan catkowych metodami bt gdzenia przypadkowego 15

» Ogolny przypadek liniowego r Ownania catkowego mozna przy pomocy
formut kwadraturowych sprowadzi ¢ do zadania rozwi gzywania uktadu

rownan liniowych — mozna w Owczas stosowa € wszystkie metody
przedstawione w wykfadzie 8 .
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Zagadnienia wiasne 16

» Zagadnienie obliczania wartosci wtasnych i wektorow wtasnych macierzy H rzedu n:
Hr=M\x.

Dla uproszczenia zatozymy, ze najwieksza wartoS¢ wiasna jest pojedyncza, rzeczywista i dodatnia.
> Metody numeryczne — iteracyjna procedura wyznaczania najwiekszej wartosci wiasnej:
e Ustalamy wektor poczatkowy Iy — moze by¢ wylosowany wedtug jakiego$ rozktadu ciggtego.

e Jezeli skonstruowaliSmy juz wektory &1, Ts, ..., Tm—1, t0 wWektor I,,, obliczamy ze wzoru:
Lm = me—l/)\m ;

gdzie A,,, jest dobrana tak, zeby

D @)l =1,
j=1

gdzie (¥), oznacza j-ta sktadowa wektora &, 7 = 1,2,...,n.

e Ciag \,,,, m = 1,2, ..., jestzbiezny do najwiekszej wartosci wiasnej macierzy H, natomiast

ciag wektorow ,,, jest zbiezny do wektora wtasnego odpowiadajgcego tej wartosci wiasne;.
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Zagadnienia wiasne 17

> Na podstawie powyzszych wzorow otrzymujemy:

)\1)\2 .. )\m(fm)j — (Hmfo)j ,

» Dla dostatecznie duzych k£ oraz m > k mamy:

> 5=y (H™Zo);
> =1 (HFZ);

= Ab1 Mes2 - ..

D=1
> -1

» Oszacowaniem wektora wiasnego odpowiadajacego tej wartosci wiasnej jest H™

A\~

dla dostatecznie duzego m.

Zatem zagadnienie obliczania wartosci i wektorow wtasnych mozna sprowadzi¢ do zagadnienia

szacowania sktadowych wektora H™ X dla dostatecznie duzych m przy losowym wyborze

wektora poczatkowego Ty.
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Zagadnienia wiasne 18

Model probabilistyczny:

1,2,...,n —macierz probabilistyczna:
n
qij = 0, Z%‘jzl-
j=1

» Konstruujemy btadzenie przypadkowe czasteczki X po zbiorze indeksow {1, 2,..., n} wedtug
nastepujgcego schematu:

e W chwilit = 0 czasteczka X znajduje sie w stanie 1o wybranym losowo ze zbioru stanow

{1,2,...,n} wedtug ustalonego prawdopodobienstwa p; (j = 1,2,...,n).

e Jezeliw pewnej chwilit = n — 1 czasteczka jest w stanie 7,,_1, to w nastepnej chwili znajdzie

sie w stanie 7,, wylosowanym wedtug rozktadu ¢;, , ; (j =1,2,... ,n), wyznaczonego
przez i.,,_1-szy wiersz macierzy Q.

e Niech v = (g, %1, %2, . . .) — trajektoria czasteczki X . Definiujemy zmienna losowa
odpowiadajaca poczatkowym odcinkom 7, = (ig, i1, - - - , i, ) te] trajektorii:
(f)l() hiliohiQ’il o« o h/

Pig  Qigi1Qivio - - - Qi1

7:frifr—l

We(v) =
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Zagadnienia wiasne

> Podobnie jak dla uktadow réwnan liniowych mozna udowodnic, ze
E[Wn(7)di,,5] = (H"Zo);

oraz, ze

19

EW,,(7)] = Z EWom ()8, ] = Ao ..

> Dla dostatecznie duzych k oraz m > k otrzymujemy:

E[Wi(v)]

» Za estymator wartosci wkasnej A mozemy przyjac:

- [Wmm] il

Wi (7)

Uwaga: Poniewaz wartoS¢ oczekiwana ilorazu zmiennych losowych nie jest rowna ilorazowi

wartosci tych zmiennych, to powyzszy estymator jest estymatorem obcigzonym.
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Interpolacja funkcji wielu zmiennych 20

e Funkcja jednej zmiennej:
Niech f(x1) = f1, f(x2) = f2 — znane wartosci.
> Zadanie: Obliczy¢ f(p) dlaz; < p < xs.
» Stosujac metode interpolacji liniowej otrzymujemy:
pP—I1

o — P
f(p)=———fo+ —
Lo — Iq Lo — Iq

fi-
Dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy: x1 = 0, 9 = 1 — wobwczas:

flp) =0 —=p) fi+pfa.

Funkcja dw 6ch zmiennych:

Analogicznie otrzymujemy

f(p1,p2) = Z rir2 f(01,02),
1

1 — Di,
%%

T, =

a sumowanie przebiega po wszystkich parach (1, d2) (ktorych jest cztery).

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wykiad 11



Interpolacja funkcji wielu zmiennych 21

e Funkcja m zmiennych:

Formuta interpolacyjna ma postac:

f(p1,p2,--,pn) = Z riro ... Tn f(01,02,...,0,),
{6}
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich uktadach liczb (41, 62, . . ., 0, ), w ktorych §; = 0
lub 1.
Powyzsza suma ma 2" sktadnikow, z ktorych kazdy jest iloczynem (n -+ 1) czynnikow. Dla
duzych n obliczanie staje sie bardzo pracochtonne; dodatkowo, kumulacja btedow zaokraglen

moze prowadzi¢ do niepewnych wynikow! — Np. dlan = 50 liczba sktadnikow jest rzedu 104!

» Czy nie mozna oszacowac f(p1,p2, - - ., Pn) Na podstawie mniejszej liczby sktadnikow

wybranych w pewien losowy sposob?

> Z definicji wielkoSci ; mamy:

0<rirg...7, <1, Zrlrg...rnzl,
{r}
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich takich uktadach liczb 1,79, ...,7,, W ktdrych
r; = p;lub r; =1 — p; dlawszystkich:s =1,2,...,n.
= 179 ...7T, Mmoga byc traktowane jako prawdopodobiehstwa w pewnym rozktadzie.
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Interpolacja funkcji wielu zmiennych 22

Metoda Monte Carlo
e Definiujemy zmienna losowa & = (£1,&2,...,&,) o niezaleznych sktadowych &; takich, ze:
P& =0} =1-p;, P& =1} =p;.

e \WartoSc funkcji we wzorze interpolacyjnym jest wartoScig oczekiwang zmiennej losowej

f(flag% s 7571):
f(p17p27 .. 7pn) — E[f(é:l?g% .« . 7571)] .

= f(&1,&2,...,&,) jest estymatorem nieobciazonym szukanej wartosci f(p1, P2, - - - Pn).

(&) §i>7“_ (7’)) i=1,2,...,N,iobliczamy

» Losujemy N punktow (&,
(1) ¢(9) (4)
f( 1 252 o+

.., &) wkazdym z tych punktow.

» Oszacowaniem wartosci funkcii f(p1 pg, ..., Pn) jest $rednia arytmetyczna:

zf 60, e0).

> Mozna pokazac, ze odchylenie standardowe tego oszacowania jest ograniczone z gory przez:

M%—Flgn
N

(f( (Z) e 7§(Z) (gdzie M = const).

L
ik
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