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Dalsze kwestie rozwi gzywania
rownan rozniczkowych cz agstkowych
metodami bt gdzenia przypadkowego

Oczekiwany czas bt adzenia w zagadnieniu Dirichleta dlar oOwnania
Laplace’a.

Metody rozwi gzywania r 6wnan rozniczkowych cz gstkowych przez
sprowadzanie ich do uktad 6w r dwnan liniowych.

Metoda bt adzenia przypadkowego ze zmienn a dtugo Sci g kroku.

Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar 6wnania Laplace’a.
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Oczekiwany czas bt gdzenia w zagadnieniu Dirichleta 2

Zagadnienie Dirichleta dlar 6wnania Laplace’a

Znalez¢ wartosci funkeji u(x1, T2, . . ., Tk ) spetiajacej rownanie Laplace’a:
0% N 0% R 0%
dx?  Oxs 0%
wewnatrz obszaru D, jezeli na brzegu F(D) tego obszaru przyjmuje ona wartosci dane funkcja f:

u('rlamQa"'?xk):f(x17m27°°'7xk)7 (iUl,ZCQ,...,ZCk)EF(D). (2)

=0, (x1,22,...,25) €D CRF, (1)

» Niech obszar D bedzie wyznaczony przez ukfad nierbwnoSci:

k
0< fo §'r2, r = const.

i=1
> Oznaczmy: 7T,/(331, To, ... ,xk) — prawdopodobienstwo, ze czgsteczka X startujac z punktu
(x1,x2,...,x)) dojdzie do brzegu obszaru w v krokach;

k(x1, X2, ..., xk) — oczekiwana liczba krokbw w takiej trajektorii.

1, (z1,x2,...,721) € (D),
0, <x1,£132,...,£13k)€D

7T()($1,£UQ, ..

1 / / / /
T (1, T2, ..., Tk) = oy Z To—1(T1, To, ..., TL),

gdzie Z/ oznacza sumowanie po wszystkich punktach sasiednich punktu (z1, 32, ..., Tk).
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Oczekiwany czas bt gdzenia w zagadnieniu Dirichleta 3

Na podstawie ostatniego wzoru, dla oczekiwanej liczby krokow:

o
K(T1, T2, ..., Tk) = Z v, (T1,To, ..., Tk)
vr=1

dostajemy:

> Skad otrzymujemy:

1 /
K(ﬂ?l,xg,...,zk)zﬁ Z k(xy, x5, ... xy) + 1.

» Powyzsze rOwnanie jest roznicowym odpowiednikiem rownania r 6zniczkowego Poissona :
0%k N 0%k - 0%k
5 5+ ... T 335
Ox7  O0x5 Oxs,
z warunkami brzegowymi:

= —2k, (331,2172,...,33%)61?,

k(x1,2T2,...,2,) =0, (z1,29,...,21) € I'(D).
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Oczekiwany czas bt gdzenia w zagadnieniu Dirichleta 4
Podstawiajgc w poprzednim rOwnaniu:

K(x1,To, ..., xk) = Y(
otrzymujemy dla funkciji ¢ rbwnanie Laplace’a:
0% N 0%
2 2
Oxy 0735
> Poniewaz na brzegu obszaru I'(D):

Y(x1, T, ..., T) =T
to rowniez dla wszystkich punktow obszaru D:

+ ...

zp(;vl,azg,...,xk) = 7“2.

» Skad wynika oszacowanie na oczekiwang liczbe krokéw (czas btgdzenia przypadkowego):
k
k(21,2 .., xp) =17 — Z:L’? < re.
i=1

Whniosek:

Oczekiwana liczba krok 6w (oczekiwany czas bt adzenia przypadkowego) cz asteczki X od

punktu (5131, To, ... ,Zlfk) do brzegu obszaru moze by ¢ oszacowana przez liczb e 7 (liniowy

rozmiar obszaru) niezaleznie od liczby wymiar 6w k (liczby zmiennych w r 6wnaniu).
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Zagadnienie Dirichleta jako uklad r  O0wnan liniowych 5

Zagadnienie Dirichleta w postaci dyskretnejw dw  6ch wymiarach:

u(x,y) = - [u(lx—1,y) +u(lz+1,y) +u(z,y — 1) +u(z,y+1)], (x,y) €D, (3)

u(r,y) = f(r,y), (v,y) € (D), (4)

> Numerujac w dowolnym porzadku wszystkie punkty (x,y) € D UT'(D), powyzsze rownania

mozemy przestawic w postaci uktadu r 6wnan liniowych :

n
U; = A; + E hijuj, 7::1,2,...,72.
g=1

» Zatem do rozwi gzywania r Ownah rozniczkowych cz gstkowych (typu zagadnienia Dirichleta)
mozemy stosowa € metody rozwi gzywania uktad 6w r dwnan liniowych (np. metody

von Neumanna—Ulama, metody Wasowa itd.).
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Zagadnienie Dirichleta jako uktad r  O0wnan liniowych — przyktad 6

Schemat r6znicowy pewnego zagadnienia Dirichleta

przedstawia rysunek obok: punkty wewnetrzne

obszaru oznaczone sa kotkami, a punkty brzegowe

— gwiazdkami.

Punkty wewnetrzne P; oraz punkty brzegowe ();

numerujemy niezaleznie.

Niech: u; — wartoS¢ funkcji w punkcie wewnetrznym,

fi —warto$¢ funkcji w punkcie brzegowym. 1

Dla kazdego punktu wewnetrznego P; piszemy

rownanie Laplace’a w postaci (3): O 1 3 4 X>

y

ur  —uz/4 —us/4 = (f1 + f10)/4
—u1/4 Huz —us/d —us/4 = f2/4
—ug/4 + us — ug /4 = (fs + fa)/4
—u1/4 tus  —us/4 = (fs + fo)/4
—uz/4 —us/d  Fus —us/d —ur/d
—us /4 —us/4  +us
—us /4 + uy
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Zagadnienie Dirichleta jako uktad r O0wnan liniowych — przyktad 7

Powyzszy uklad rownah mozna przeksztatcic do postaci iteracyjnej:
u=a+Hu,

gdzie © = (ul, U2,y .. ., u7) jest wektorem wartosci funkcji w punktach wewnetrznych obszaru D,

a jest kolumna wyrazéw wolnych (kombinacije liniowe wartosci funkciji na brzegu obszaru), natomiast

H jest macierza: _ i}

O O BRI O KR O
O R O Rk O -
O Bl O O O B
O = O = O O
OB O O O O

O kR O O ORIk O

0 O 0 0 0 _

» Do znalezienia rozwigzania i = (ul, U2,y -« ., u7), tzn. obliczenia wartoSci funkcji « w punktach

BlR = O R O R O

wewnetrznych obszaru 1D, mozna zastosowat metody rozwigzywania uktadow rownan liniowych
opartych o btadzenie przypadkowe: von Neumanna—-Ulama, Wasowa itd.

> Dzieki specyficznym wtasnosciom macierzy H dla zagadnienia Dirichleta, takim jak jednakowe
prawdopodobiehstwa przejsc do punkoéw sasiednich, powyzsze metody rozwigzywania uktadow

rownan liniowych mozna w tym przypadku nieco uproscic.
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Zagadnienie Dirichleta jako uktad r  ownan liniowych — przyktad 8

Metoda podstawowa von Neumanna—-Ulama:

. Czasteczke X umieszczamy w punkcie (z, y).

. Obserwujemy btadzenie przypadkowe tej czasteczki (przejscia do sasiednich punktow z
rownymi prawdopodobiehstwami) do chwili, w ktorej osiggnie ona brzeg obszaru.

Niech P} oznacza ostatni punkt obserwowanej trajektorii nalezacy do wnetrza obszaru.

. Zaobserwowanej trajektorii przypisujemy wartoSc v robwna Sredniej arytmetycznej wartoSci

funkcji u na wszystkich punktach brzegowych sasiadujgcych z punktem F..

» Kroki 1-3 powtarzamy n razy.

» Za oszacowanie wartosci funkcji w punkcie (a;, y) przyjmujemy Srednig arytmetyczng wartosci v

dla wszystkich zaobserwowanych trajektorii.

> Przyktadowe rozwiazanie w punkcie (2, 2) dla 20 trajektorii:
u(2,2) = 1.0500 + 0.2756 .

= Cw. N12.1: Uzywajac metody podstawowej von Neumanna—Ulama dla uktadéw rownan liniowych
rozwigzac powyzsze zagadnienie Dirichleta dla przykladowych wartosci funkcji w punktach

brzegowych obszaru D.
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Zagadnienie Dirichleta jako uktad r O0wnan liniowych — przyklad 9

Metoda dualna Wasowa:

. Losujemy punkt brzegowy () wedtug pewnego (dowolnego) rozktadu prawdopodobienstwa
p(Q) i umieszczamy w nim czasteczke X .

. Z jednakowym prawdopodobiehstwem losujemy przejscie czasteczki z punktu () do jednego z
sgsiednich punktow wewn etrznych .

. Z jednakowymi prawdopodobienstwami losujemy przejScia czasteczki do kolejnych punktow
i obserwujemy jej trajektorie do momentu osiagniecia przez nig brzegu w pewnym punkcie @'.

. Zliczamy liczbe N(xl, Loy ..., xk) przejsc czasteczki X przez okreslony punkt wewnetrzny
(1, T2, ..., Xk).

. Dla kazdego punktu wewnetrznego (x1, L2, . . . , Tx ) obliczamy warto$¢:

w(xlvaw")xk) — iN(x17x27”'7:Ck)@

2k p(Q)

» Kroki 1-4 powtarzamy n razy.
» Za oszacowanie wartosci funkcji we wszystkich punktach obszaru D przyjmujemy Srednie

arytmetyczne powyzszych wartosci w w tych punktach.

= Cw. N4™: Do przyktadu z poprzedniego ¢wiczenia zastosowa¢ metode dualna Wasowa z rownomiernym

rozktadem prawdopodobienstwa p(Q) Porownac zbieznos¢ tej metody z metoda poprzednia.
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Metoda bt adzenia przypadkowego ze zmienn a dtugo Scia kroku 10

Niech: u(a:, y) — funkcja harmoniczna (spetnia rownanie Laplace’a) dwoch zmiennych,;

Sy(x, 1) — okrag o promieniu 7 i $rodku w punkcie (x,¥).

= Warto5¢ funkcji u w punkcie (x, ) jest $rednia wartosci tej funkcji na okregu .S,.(x, y):

1

27
u(az,y)Z%/O u(x +rcoso,y +rsing)do.

> Jest to prawdziwe dla funkcji harmonicznych dowolnej liczby zmiennych: x1,xo, ..., Tk.
Medoda M. E. Mullera:

1. W chwili poczatkowej czasteczka X znajduje sie w punkcie (21, Za, . .., Tk).

2. Konstruujemy k-wymiarowa sfere o srodku w punkcie, w ktorym aktualnie znajduje sie
czasteczka, catkowicie zawarta w obszarze D i losujemy punkt (x), 5, . .., z}.) wediug

rozkltadu rownomiernego na skonstruowanej sferze. Punkt ten traktujemy jako nowe potozenie
czasteczki X .

. Btadzenie czasteczki kohczymy w chwili, gdy osiggnie ona brzeg F(D). Tak zaobserwowane]
trajektorii przypisujemy wartoS¢ funkcji w tym punkcie brzegowym.
» Kroki 1-3 powtarzamy n razy.

» Oszacowaniem wartoSci funkcji w punkcie (:cl, To, ... ,azk) jest Srednia arytmetyczna
powyzszych wartosci dla wszystkich zaobserwowanych trajektorii.
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Metoda bt gdzenia przypadkowego ze zmienn a dtugo Sciag kroku 11

» Najbardziej efektywny sposob rozwigzania otrzymamy wtedy, gdy czasteczka mozliwie jak
najszybciej osiggnie brzeg.
> Poniewaz promien konstruowanej sfery moze byc dowolny, wiec najlepiej wybierac go tak,

aby na kazdym etapie obliczeh konstruowac mozliwie najwieksza sfere, jaka jeszcze mieSci sie

w obszarze D.

e Problem:
Sfera styka sie z brzegiem obszaru w jednym
punkcie!
= Prawdopodobiehstwo wylosowania takiego
punktu wynosi zero!
» Rozwigzanie:
Uznaje sie, ze czasteczka osiggneta brzeg,

gdy jej odlegtos¢ od brzegu nie przekracza

ustalonej matej liczby 0.

> Liczba 0 moze by¢ tak dobrana, zeby btad

Przyktadowa trajektoria punktu X . , y
oszacowania wartosci funkcji w danym

btadzacego ze zmienna diugoscia kroku. punkcie nie przekraczat ustalonej liczby e.
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Zmienna dtugo Sc kroku — przykiad 12

Przyktadowe wyniki rozwiazania rownania Laplace’a na kwadracie (0 <z <1, 0 <y < 1)

z warunkami brzegowymi: ©(0,y) = 1, u(1,y) = u(x,0) = u(x, 1) = 0.

Punkt Liczba | Srednia liczba krokéw Czas Rozwiazanie

- y | trajektori w jednej trajektorii obliczen (s)
0.3 0.3 2000 89.87 42.0 0.396 0.4028
4000 88.76 83.0 0.399

Staty krok | 0.5 0.1 2000 46.05 21.5 0.075 0.0816
h =0.05 4000 46.83 43.8 0.078

0.5 0.5 2000 115.83 54.1 0.247 0.2500
4000 117.26 109.6 0.248

0.3 0.3 2000 6.06 17.9 0.398 0.4028
Zmienna 4000 6.06 35.8 0.395

dhugosc 0.5 0.1 2000 6.04 18.0 0.078 0.0816
kroku 4000 6.16 36.7 0.080

2000 5.07 14.5 0.255 0.2500
4000 5.02 28.8 0.252

Monte Carlo doktadne
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar oOwnania Laplace’a 13

Znalezc wartosci funkcji u(ml, T2, ... ,$k) spetniajgcej rownanie Laplace’a:

0%y N 0w N N 0w B
89@% =

k
072 ' Ox2 0, (z1,%2,...,21) € D CR",

wewnatrz obszaru D, jezeli na brzegu F(D) tego obszaru spetnia ona nastepujacy warunek:

ou(xy, 9, ..., 2%k
f(x17x27°"7xk) ( ,87;/ : )—|—g(:r;1,:1:2,...,xk)u(x‘l,xg,...,:Ek)

(6)

= h($17$27...,£€k),

gdzie Ou/On jest pochodna funkcji u wzdtuz normalnej do brzegu I'( D) w kierunku wnetrza

obszaru D.

Mozliwe przypadki:

e f = (0 — zagadnienie Dirichleta.
e g = (0 — zagadnienie Neumanna (drugie zagadnienie brzegowe).

e Ogolny przypadek — trzecie zagadnienie brzegowe (zagadnienie mieszane).
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar Ownania Laplace’a 14

Rozwazymy przypadek £k = 2 (uogolnienie na dowolne k jest proste).

» Rownanie Laplace’a:

Pulz,y)  Ou(z,y)
Ox? 0y?

=0, (z,y)€ D CR

» Warunek brzegowy:

ou(z,y)
on

f(z,y) +g(z,y)u(z,y) = h(z,y), (x,y) e T(D).

= Rownanie roznicowe dla punktu wewnetrznego (, ¥ ):

u(wy) = 1 [u(e — hy) +ule +hy) +uz,y — ) +ulzy+ b))

e Reguta btadzenia przypadkowego dla punktow wewnetrznych:

Jezeli w chwili t czasteczka znajduje sie w punkcie wewnetrznym (i, y), to w chwili (£ 4 1)
znajdzie sie z jednakowym prawdopodobiehstwem w jednym z punktow sasiednich: (x‘ — h, y)
(+hy), (x,y —h), (x,y + h).
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar oOwnania Laplace’a 15

Reguty btadzenia przypadkowego dla punktow zewnetrznych:

e Punkt brzegowy () sasiaduje tylko z jednym punktem wewn  etrznym P
> Warunek brzegowy, gdy normalna do brzegu w punkcie ()) jest rownolegta do krawedzi siatki:

1@ "1 @)@ = hia).

Rozwiazujac powyzsze rownanie wzgledem u(()) dostajemy:
 f(Q)u(P) hQ)
Q=) —hel@)

—h

> Wprowadzmy oznaczenia:

)
NQ) = L7 0) - hg(@)]

gdzie p dowolny utamek dodatni: 0 < p < 1.
» Zatem:

W(Q) =

u(Q) = po(Q)u(P) + (1 —p)(Q).

Tzn. u(Q) moze byc¢ interpretowane jako warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej, ktbra

z prawdopodobienstwem p przyjmuje wartos¢ u(P) ¢(Q)), a z prawdopodobienstwem

(1 — p) przyjmuje wartosc 1 (Q).
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar Ownania Laplace’a 16

e Punkt brzegowy () sasiaduje tylko z jednym punktem wewn etrznym P —c.d.

Reguta btadzenia przypadkowego:

1. Czasteczce X startujgcej z punktu wewnetrznego (x, y) przypisujemy wage W = 1.

2. Jezeli czasteczka X znajdzie sie w chwili ¢ w punkcie brzegowym (), to z
prawdopodobienstwem p wraca do P i otrzymuje nowa wage rowna W ¢(Q)) lub z

prawdopodobienstwem (1 — p) konczy btadzenie w punkcie @ i otrzymuje wage W1 (Q).

. Kazdej trajektorii przypisujemy wartoSc rowng wadze czgsteczki w chwili zakonczenia

btadzenia. To znaczy, ze trajektorii, ktora zakohczyta sie w punkcie (), a przedtem

przechodzita przez punkty brzegowe Q1) , Q) ... Q") sasiadujace tylko z

pojedynczym punktem wewnetrznym przypiszemy wartoSc:

H(QM) p(QP) ... op(QM)¥(Q).

> W ogoblnym przypadku obliczenie pochodnej wzdtuz normalnej jest bardziej skomplikowane.
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar oOwnania Laplace’a 17

Ogolniejsze warunki brzegowe

Przyktad warunkow brzegowych

w trzecim zagadnieniu brzegowym.

otrzymujemy:

» Warunki brzegowe w postaci roznicowej:
1

hy/1+ c3

f(Q) [c2u(Pr) + c1u(P2) —u(Q7)]

+9(Q)u(Q7) = h(Q) .
> Wprowadzajgc oznaczenia:
Y C1 f(Q)
Q) p1lf(Q) — h/1+ i g(Q)]

_ c2 f(Q)
p2[f(Q) — h/1+ cf g(Q)]
V1+c3h(Q)
p3[f(Q) — h/1+ cf g(Q)]

Y

Y

Y

w(Q") = p1 P1(Q7) u(Pr) + p2 p2(QF) u(FP2) +p3Y(QT),

gdzie liczby p1, p2, p3 sa dobrane tak, aby mogty byc interpretowane jako prawdopodobienstwa,

tzn. sa dodatnie i p1 + p2 + p3 = 1.

Wiestaw Ptaczek
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar Ownania Laplace’a 18

Ogolniejsze warunki brzegowe — c.d.

Reguta bitadzenia przypadkowego:

1. Czasteczce X startujgcej z punktu wewnetrznego (x, y) przypisujemy wage W = 1.

2. Jezeli czasteczka X znajdzie sie w chwili ¢ w punkcie brzegowym (0™, to:

z prawdopodobienstwem p1 przechodzi do P i zmienia swoja wage na W1 (Q*),

z prawdopodobienstwem py przechodzi do Ps i zmienia swoja wage na W s (Q*) lub

z prawdopodobienstwem p3 kohczy btadzenie w punkcie Q* i otrzymuje wage W (Q™*).
3. Kazdej trajektorii przypisujemy wartoS¢ rowng wadze czgsteczki w chwili zakonczenia btgdzenia.

> W szczegolnych przypadkach powyzsza procedura moze ulec znacznemu uproszczeniu

— patrz przyktad ponizej.
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar oOwnania Laplace’a 19

e Obszar prostokatny:

du/dn = g(x,y)

e \Warunki brzegowe:

%
on
ou
5, = 9(@y) da y=b

=0 dla y = 0;

u(x,y) = f(x,y) da x =0 oraz x = a,
|
gdzie funkcje f i g sa dane. 0 du/dn=0 a X

» Szukamy rozwigzania u rownania Laplace’a w punkcie (x, ) wewnatrz obszaru D.
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Drugie i trzecie zagadnienie brzegowe dlar Ownania Laplace’a 20

Schemat btadzenia przypadkowego:

1. Umieszczamy czasteczke w punkcie (:1;, y) wewnatrz obszaru D, przypisujemy jej wage O.
. Jezeli czasteczka jest w punkcie wewnetrznym, to z jednakowym prawdopodobiehstwem
przechodzi do jednego z punktéw sasiednich.
. Jezeli czasteczka znajdzie sie na brzegu y = 0, to jej zachowanie okreslone jest przez

rownanie roznicowe

u(x,1) —u(x,0) =0,
ktore jest odpowiednikiem warunku brzegowego 8u/8n = (). Oznacza to, ze z punktu (a:, O),

czasteczka przechodzi z powrotem (,,0dbija sie”) do punktu (J:, 1).
. Gdy czasteczka znajdzie sie w punkcie (x, b), to zgodnie z warunkiem brzegowym:

u(x,b) =u(x,b—1) + g(x,y),

w nastepnej chwili znajdzie sie w punkcie (q;, b— 1) | jej waga zostanie zwiekszona o g(:c, b).

. Jezeli czasteczka osiagnie brzeg x = 0 lub x = a, to jej btadzenie zostanie zakonczone i jej
waga zostanie zwiekszona o wartos¢ funkcji f w tym punkcie brzegowym.
> Waga ta zostaje przypisana danej trajektorii jako warto ~ §¢ badanej zmiennej losowe.

» W tym schemacie punkty (:l:, O) i (ac, b) zachowuja sie jak ekrany odbijajgce, natomiast
punkty (0, %) i (a,y) — jak ekrany pochtaniajace.
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