Testowanie
generator ow liczb losowych

e Metodologia testowania generator ow liczb losowych
e Testy zgodno Sci z rozktadem r dwnomiernym.

e Testy zgodno Sci rozktad Ow statystyk.

e Testy serii.

e Testy kombinatoryczne.

e Testowanie za pomoc g zadan kontrolnych.

= http://th-www.if.uj.edu.pl/ placzek/dydaktyka/MMC/
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Metodologia testowania generator ow liczb losowych 2

“Random number generators should not be chosen at random.”
Donald E. Knuth

Jak sprawdzi € czy dany generator jest dobry?

» Generator jest dobry jeSli daje sekwencje liczb, ktore posiadajg wtasnosci liczb prawdziwie

losowych. «— Jak to sprawdzic?

e PodejScie tradycyjne:

Sformutowac pewne wiasno $ci liczb losowych o rozktadzie rownomiernym miedzy O a 1, tzn.

r e U(O, 1), | sprawdzic — przez wykonanie odpowiednich testdw — czy sekwencje liczb z danego

generatora posiadajg te wtasnosci.
— Ale mozna sformutowac nieskonczona liczbe takich wtasnoSci = nieskonczona liczba testow!
> W praktyce mozna jedynie udowodnic, ze generator jest zly (nie spetnia pewnych testow),
ale nie mozna udowodnic, ze generator jest dobry (fakt, iz przeszedt pomysinie
n testow nie daje gwarancji, ze przejdzie (n + 1)-szy test, ktorym akurat moze by¢
nasz rowigzywany problem!).
» Testowanie generatorow — selekcja negatywna:

PomysSine przejScie pewnej liczby testow tylko zwieksza nasze zaufanie do danego generatora,

ale nie daje nam pewnosci co do jego zupetniej niezawodnosci!
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e Typowy schemat testowania generatora liczb losowych o rozk tadzie U(0, 1):

. Startujgc z losowo wybranej liczby poczatkowej generujemy 1 kolejnych liczb (n — ustalone).
. Obliczamy warto$¢ pewnej statystyki testowej 1.
. Obliczamy F’ (T ) gdzie F' jest dystrybuantg statystyki 1°, gdy hipoteza jest prawdziwa.
. Powtarzamy powyzszg operacje [V razy, obliczajagc w kolejnych krokach warto$ci statystyki:
Ty, Ty, ..., TN oraz wartosci: F'('T1), F(Ts), ..., F(Tn).
Jezeli weryfikowana hipoteza jest prawdziwa, to F'(T4), F'('Is), ..., F(I'v) jest ciagiem
niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie (4 (O, 1). Testowanie generatora
kohczymy testowaniem tej hipotezy (na okreslonym poziomie istotno Sci).
» Do dzi§ sformutowano wiele r 6znorodnych i surowych test  ow:
> Patrz np. Donald E. Knuth, ,,Sztuka programowania”, tom 2, WNT 2002.

> Np. Bateria testow DIEHARD G. Marsaglii (http://www.stat.fsu.edu/pub/diehard/)
— pomogta wyeliminowac wiele ztych generatorow liczb losowych, w tym fizycznych.

e Nowe (niestandardowe) podej Scie — M. Luscher (1993):

Uzycie formalizmu stosowanego przy opisie chaotycznego zachowania w klasycznych uktadach
dynamicznych do badania oraz konstrukcji generatoréw liczb losowych (patrz poprzedni wyktad).
» Generator RANLUX — spetnia wymagania ,,chaotycznosci” wedlug powyzszego formalizmu.

> Spetnia tez wszystkie znane testy statystyczne — nie bez powodu!

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 5



Testy zgodno Sci z rozktadem £(0, 1) 4

Test chi-kwadrat

Przedziat [0, 1) dzielimy na k podprzedziatow: 0 = ag < a1 < ... < ax = 1.

Niech n; — liczba elementow ciagu { X1, . . . , X, } nalezacych do przedziatu |a;_1, a;),
ap, =Pla,_1<X<a}=a;—a;_1, (i=1,...,k)darozkiadu (0, 1).

— Zmienna losowa: k

o k
n; — NP;
Xi—1:§:(z .Z>7 n:Enia
i=1

n
i=1 Pi

ma rozktad y? (chi-kwadrat) o (k — 1) stopniach swobody.

> Warto$¢ powyzszej statystyki — weryfikacja hipotezy, ze: X1, ..., X, € U(0,1).

» Uproszczenie: p; = a; — Q;—1 = Pj = aj — Qj_1 = %, 1,7 =1,...,k (rowny podzia}):

k
2 _ ke
Xk:—l_n. n; —n.
1=1

{ Dygresja —rozktad xy*: X € R, X >0, N € N, (N —liczba ,,stopni swobody”),

N —1
Gestos¢ prawdop.: (£> e 2 {I’ (E)] ;,  FE(X)=N, V(X)=2N.

2 2
Jezeli X1, ..., Xn — niezalezne zmienne o rozktadzie normalnym N (0, 1),

to Sy = Zfil Xf ma rozktad X%\f o N stopniach swobody.
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Test zgodno Sci z rozktadem wielowymiarowym

e Z kolejnych liczb otrzymywanych z generatora tworzymy wektory (punkty) m-wymiarowe:

(X17 X27 R 7Xm)7 (Xm—|—17 Xm—|—27 <. 7X2m)7 SR (X(n—l)m+17 X(n—l)m—|—27 s 7Xnm)
— powinny miec rozktad rownomierny na kostce (O, 1)m.
Kazdy przedziat (0, 1) dzielimy na k rownych podprzedziatow: ([7 — 1]/k,j/k), 7 =1,... k.

— Tzn. kostke dzielimy na k™ jednakowych kostek o objetosciach £~ .

Niech n; — liczba m-wymiarowych punktow, ktore wpadty do i-tej kostki = statystyka testu XQ:

Lm k™ k™
2 _ E 2 __ E
ka_1—7 n, —n, n = mn; .

e Postepujemy jak wyzej, ale tworzymy m-wymiarowe punkty z naktadajagcymi sie wspotrzednymi:
(X17X27 s 7Xm)7 (X27X37 st 7Xm—|—1)7 (X37X47 <o 7Xm—|—2)7 SR
— Dla IV liczb losowych mamy N — m + 1 takich punktow.

Definiujemy statystyki: .
" 2
2 2 3" i — (N —m+1)/k™]
’(pO ) wm — (N—m—l—l)/km , TN ) <y

» Dla ,,dostatecznie duzych” /N zmienna losowa (@bfn — 72%_1

) ma w przyblizeniu rozktad

chi-kwadrat o (k"™ — k™~1) stopniach swobody.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 5



Testy zgodno Sci z rozktadem £(0, 1) 6

Test OPSO (ang. overlaping-pairs-sparse-occupancy)
» Test OPSO (G. Marsaglia, 1984) dotyczy analizy czestoSci naktadajgcych sie par liczb

otrzymywanych z generatora.

Niech: X1, Xo, ..., X,, —ciag liczb ciag liczb z generatora. Z kazdej liczby wezmy b bitow (np.

najbardziej znaczacych) i skonstruujmy ciag liczb I, Is, . . ., I,, gdzie I; € {0,1,..., 2b 1},

Nastepnie utworzmy cigg kolejnych naktadajgcych sie par:
(Il7 [2)7 (127 13)7 SRIEN (In—la In)

Niech Y — liczba takich par ze zbioru {(7,j) : 4,5 = 0,...,2% — 1}, ktore nie pojawily si e w
powyzszym ciggu.
» Zmienna losowa Y ma asymptotycznie (n — 00) rozktad normalny N (p, o).

Przyktadowe parametry dla testu OPSO:

b n L4 o
10 141909 | 290.26

11 1542998 | 638.75
11 567 639 580.80

> Tego typu test mozna rozszerzycC na trojki (OTSO), czworki (OQSO), itd. liczb z generatora
(G. Marsaglia, 1993; patrz np. DIEHARD: http://www.stat.fsu.edu/pub/diehard/).
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Test Kotmogorowa—Smirnowa (test K-S)

» Test K-S stuzy do weryfikacji hipotezy, ze zmienna losowa X ma rozktad o danej ciggtej
dystrybuancie F'. Statystyka testu opiera sie na r6znicy miedzy hipotetyczng dystrybuantg F
a dystrybuanta empiryczng F;, z proby X1, Xo, ..., X,,.

e Statystyka testowa:

1 n
D,= sup |F,(z)—F(z)|, ogdzie Fy(z)==) O(z—X;).
—oo<T<+00 n =1

» Jezeli proba pochodzi z rozktadu o dystrybuancie F', to [,, — 0 z prawdopodobiehstwem 1.

— Duze wartoSci statystyki [),, przemawiaja przeciwko wyjSciowej hipotezie!
> Wartosci krytyczne testu D,, () dla danego poziomu istotnosci a, tzn.

Pr{D, > D,(a)} = «

mozna znalez¢ w tablicach statystycznych (nie zaleza od postaci funkcji F).

» Dla rozktadu U/(0, 1) dystrybuanta wynosi:

Flr)=z, 0<z<l.
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Test K-S: obliczenia praktyczne

® Spostrzezenie:

Dystrybuanta empiryczna Fy, jest funkcja schodkowa i SUP_ oo« 5« 4 o0 | Fn () — F'(2)]
osiggane jest w jednym z jej punktow skoku.
= Liczby X1, Xo, ..., X,, mozna posortowac i wykonac obliczenia wg. wzorow:

: |
DI = max (1 — F(X,L-:n)) : D, = max (F(Xi:n) . ) )

1<i<n \ T 1<i<n n

D, = max{D;, D}

gdzie X;.,, — statystyka pozycyjna, tzn. Xq1.,, < Xo.,, < ... < X,,.0.
» Statystyki DY i D~ maja identyczne rozkiady, ktore asymptotycznie (n = 80) osiagaja:
lim P{y/nDjy <t} =1- e 2" t>0.
» Statystyka [),, asymptotycznie (n = 80) osiaga rozktad A-Kotmogorowa :
00
lim P{yv/nD, <t} =K(t)= Y (-1) e~20° >0,
j=—o0

ktorego wartosci krytyczne A, (P{v/nDyn > Ao} = ) mozna znalez¢ w tablicach statystycznych.
— Czesto uzywane wartosci, to: A\g. 1 = 1.224, A\g.05 = 1.358, Ag.o1 = 1.628.
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Ogolny schemat

Niech: y = h(z1, 2, ..., T, ) - funkcja okreslona na kostce (0, 1)™, bedaca zmienna losowa,
jezeli jej argumenty sg niezaleznymi zmiennymi losowymi & U(O, 1).
» Z liczb otrzymywanych z generatora tworzymy ciag:
}/j :h(X(j—l)m+17X(j—1)m+27°°°7ij)7 ] = L2,...
| weryfikujemy hipoteze, ze jest on probka prosta z populacji o dystrybuancie:

G(y) = P{Y; <y}

Testy oparte na statystykach pozycyjnych

Bierzemy funkcje postaci:

u:max{wl,...,xm}, v:min{wl,...,l’m},

» Rozktady odpowiednich zmiennych losowych U, V; i R; dane sa:
P{U; <u}=u", 0<u<lI; P{V, <v}=1—-(1—-v)™,
P{R; <r}=mr™ ' —(m—-1)r", 0<r<1.
> Weryfikujemy hipotezy o zgodnosci rozktadéw zmiennych U;, V; i I?;, obliczanych w oparciu

0 generowane ciagi liczb X ; _1y,m+1,- .., X;jm Z powyzszymi rozktadami teoretycznymi.
— Zwykle testy przeprowadza sie dla kilku wartoscim = 2,3, ..., 10.
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Test sum

e Funkcja h ma postac:
Yy=x1+xT2+ ...+ Tm,.

» Odpowiednie zmienne losowe Y] maja rozktad o gestosci prawdopodobienstwa:

mr " - (D -D" (-2~ ] dad<y<m,

Im(y) = md
0 poza tym,

gdzie sumowanie wykonuje sie dopoki vy, y — 1, y — 2, ... sa dodatnie.
> Dlam = 2 — rozktad trojkatny o gestosSci:
Yy da 0 <y <1,
2—y dal<y<2.

92(y)

> Dlam = 3 — rozktad o gestosci:

(%yQ da 0 <y <1,
5 y? —3(y — 1) da 1<y <2,

L2 -3y —1)2+3@y—2)?] da2<y<3.

» Dla duzych m rozkiad sum przybliza sie rozktadem normalnym (na podstawie CTG).
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Test d?
e Dla m = 4 definiujemy funkcje h w postaci:
y = (r1—23)° + (22 — 24)°,

tzn. jest to kwadrat odlegtosci miedzy punktami (1, z2) i (x3, 24) w kwadracie (0, 1)2.

» Jezeli niezalezne zmienne losowe X1, Xo, X3, X4 € U(0, 1), to zmienna losowa
d* = (X1 — X3)° + (X2 — Xy)?

ma rozktad dany wzorem:

/

my—Syz + 1y? da 0<y<1,
P{d® <y} =q 5+ @ —2y+4y—1)2 +5@u—1)

\ —%y2—4yarcsec(y%) dla 1 <y <2.

> Testowanie generatora polega na weryfikacji zgodnosci rozktadu statystyki d? obliczanej dla liczb

przez niego generowanych z powyzszym rozktadem teoretycznym.
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Test urodzin odst epow

e Niech ciag liczb pseudolosowych z generatora: 11, I, ..., I, € {1,2,...,n}.
— Sortujemy powyzszy cigg w ciag niemalejacy: I1..m, Lo:ms -« -+ Lo

a nastepnie tworzymy cigg odst epow:

Il:ma IQ:m — Il:m 7[3:m - IZ:ma sy [m:m — Im—l:m .
e Niech: Y —liczba odstepow, ktore wystepuja wiecej niz raz w powyzszym ciggu.
» Jezeli I1,....1,, € {1, 2,... ,n} — niezalezne zmienne losowe o rozktadzie rownomiernym

na zbiorze {1, 2,... ,n}, to zmienna losowa Y ma rozktad Poissona z parametrem:

mS

=

> W praktyce bierze sie n > 10%, a wartosci I; tworzy sie z najbardziej znaczacych bitow liczb

Z generatora.
— Tego testu nie spetniaja zwykle generatory Fibonacciego typu: F'(r, s, +) i F'(r, s, xor)!

9 Dygresja — rozkiad Poissona P (11):
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Test najmniejszej odlegto Sci w parach

Generujemy 71 punktow z kostki (O, 1)m. Bierzemy (g’) par punktow i obliczamy odlegtos¢

Euklidesowa miedzy punktami kazdej pary.

Niech D — najmniejsza odlegtos¢ miedzy parami punktow — dla rownomiernego rozktadu liczb z

generatora zmienna losowa: | 7' = n? D™ /2 | ma asymtotycznie rozktad wyktadniczy ze $rednia:

1 / Vi, gdzie V,,, — objetoS¢ m-wymiarowej kuli jednostkowej.
Schemat testu:
e Generujemy Nn punktow w kostce (0, 1), uzyskujac N realizacji statystyki 7T '.
e Porownujemy rozktad empiryczny 1’ z rozktadem wyktadniczym, np. stosujac test K-S lub test

chi-kwadrat.

> Uwaga: Aby jakoSc¢ testu byta dobra, wartosci NV, n i m powinny by¢ odpowiednio dobrane!
» Przyktadowe wartoSci parametrow:

1) N =100, n = 105, m = 4;

2) N =20, n =10°, m = 6;

3)N =20, n=>5-10* m =9.
> Generatory liniowe zwykle nie spetniajg tego testu, gdyz tworza regularne siatki w R™,
9 Dygresja —rozktad wyktadniczy E(\): pa(X) =Xe ™™, >0, E(X)=o0(X)=1/\.
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Niech X — zmienna losowa o rozktadzie danym dystrybuanta F'. Zbior wartoSci tej zmiennej

dzielimy na dwa roztgczne podzbiory A i B i definiujemy zmienna losowa Y o wartoSciach a i b:

a gdy X € A,
b ogdy X € B.

Y =

Ciag liczb losowych X7, X5, ..., XN przeksztalcamy w ciag Y7, Yo, ..., YN € {a,b}.
» Seria — kazdy odcinek ciagu ztozony z maksymalnej liczby kolejnych jednakowych elementow.
> Np. dla ciagu: a,a,b,a,b,b,b,a,b,b,b mamy nastepujace serie: aa, b, a, bbb, a, bbb.

Niech n,, — liczba symboli a w danym ciggu Y7, Ys, ..., YN, any, = N — n, - liczba symboli b.

= Rozktad liczby serii R przy tym warunku dany jest wzorem:

_ ) 20 ) ) /G gdy r = 2k,
PUR o} 24 [y o) 4 Gy )] () sy 7 =2b1

= Rozkfad bezwarunkowy liczby serii R:

Na+Np
P{R = ’I“} — Z P{R = r|na,nb} <na + "

ng=0

)p”“(l —p)", p=Pl{Y =a}.

a
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Obliczenia praktyczne

Weryfikacja hipotezy o niezalezo $ci zmiennych X1, Xo, ..., Xn:

e Dla ustalonego poziomu istotnosci v nalezy znalez¢ dwie wartosci krytyczne Ry i Ro:
QL
P{R < R} =P{R > Ry} = 5
e Liczby R; i Ry otrzymujemy rozwigzujgc rownania:

R;—1 N
87 84

> PiR=j} =1, 2. P{R=j}=3
J=0 j=R2+1
> Rozwigzania tych rbwnan mozna znalezc w tablicach statystycznych.
e Dla duzych [V rozkfad liczby serii aproksymuje sie rozktadem normalnym N(,u, a):

p=E(R) =2Np(1 —p) +p* + (1 — p)?,
0? =V(R) = 4Np(1 —p)[1 = 3p(1 — p)] = 2p(1 — p)[3 — 10p(1 — p)].
e Jezeli zaobserwowana liczba serii R < R1 lub R > Rs, to weryfikowana hipoteze odrzucamy.

» Test serii wzgl edem mediany , tzn. A = (0,0.5), B =(0.5,1), p=1/2:

— Dla duzych N rozktad normalny z parametrami: p = N/2, 0 = N/4.

» Test serii monotonicznych |, tzn. ciagdbw znakow: sign(Xs — X1),sign(Xs — X2),... € {+, -}
— Dla duzych N rozktad normalny z parametrami: ;1 = (2N —1)/3, 0% = (16N — 29)/90.
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» Testy kombinatoryczne naleza do grupy tzw. test 6w niezalezno Sci (losowo Sci pr 6by).
Test pokerowy

® Przedziat zmiennych losowych X dzielimy na k jednakowych podprzedziatow:
O=ap<a; <...<ap=1.
> Dla ciagu liczb losowych X1, Xo, ..., X,, € U(0, 1):

1
P{ai_l < Xj < CLi} = E

e Tworzymy cigg zmiennych losowych Yj wedtug wzoru:
Y; =14, jezeli X; € (a;,ai41), +=0,1,...,k—1.
> Zmienna losowa YJ przyjmuje kazda wartos¢ z jednakowym prawdopodobienstwem.
e Ciag Y7,Y5,... dzielimy na piatki:
(Y1,Y5, ..., Y5), (Ys, Y7, ..., Y10), .- .
> Nowy ciag jest zbudowany z k> roznych pigtek.

e \Wyrd6zniamy nastepujace typy piatek:
abcde (bust), aabcd (para), aabbc (dwie pary), aaabc (trojka),

aaabb (full), aaaab (czworka), aaaaa (pigtka).
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Test pokerowy — rozktady

Jezeli X1, Xo, ..., X,, € U(0, 1) — niezalezne zmienne losowe, to rozktady poszczegolnych

typow pigtek dane sa wzorami:

P{(abcde) } = (k —1)(k —2)(k — 3)(k —4)

k4
10(k — 1)(k — 2)(k — 3)
k4
15(k — 1)(k — 2)
k4
10(k — 1)(k — 2)
k4
10(k —1)
k.4
5(k — 1)
k4

1
P{(aaaaa)} = oE k> 1,

> W praktyce najczesciej uzywa sie wartosci £ = 2, 8, 10.
» ZgodnoSc¢ rozktadu pigtek roznych typow sprawdza sie przy pomocy testu chi-kwadrat.

P{(aabcd)} =

P{(aabbc)} =

P{(aaabc)} =

P{(aaabb)} =

P{(aaaadb)} =
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Test kolekcjonera

e Tworzymy ciag Y7, Yo, ..., jak dla testu pokerowego.

e Obserwujemy ten cigg az pojawig sie w nim wszystkie k liczby: 0,1,...,k — 1.

» Diugosc zaobserwowanego odcinka ciggu X ma rozkiad:

1 2 k-1
P{R:T}:kr_lz(_l)]< ] )(k_l_j)r_la T:k,k+1,...
=0

> ZgodnoSc¢ rozktadu zaobserwowanego w powyzszym rozktadem teoretycznym weryfikuje sie
przy uzyciu standardowego testu chi-kwadrat.

Test permutacji

e Bierzemy ciag k-wymiarowych punktow utworzony z nk kolejnych liczb z generatora:

(X17X27 O 7Xk¢)7 (Xk?-l-la O 7X2k)7 ceey (Xk(’n—l)—i—la y oo 7Xnk:)

| kazdy z punktow przeksztatcamy zastepujac wspotrzedne ich rangami (tzn. numerami
porzadkowymi w kolejnoSci rosngcej wartosci wspotrzednych).
» Kazda permutacja (71, n9,...,nk) liczb (1,2,...,k) jestjednakowo prawdopodobna.
> Powyzsza hipoteze weryfikuje sie standardowym testem chi-kwadrat.
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Test kolizji
e Bierzemy cigg utworzony z nk kolejnych liczb z generatora:
(X1, Xo, o X0)s (Katts 2 Xo0) s+ o (Kitne 1y 1s - > Xoak).
e Kostke (0, 1)” dzielimy na m = s”* jednakowych k-wymiarowych kostek o objetosciach 1/m.

e Za statystyke testowa przyjmujemy liczb e kolizji C, tzn. liczbe przypadkow, w ktorych kolejny
punkt wpada do kostki zajetej juz przez co najmniej jeden punkt.

o Jezeli X1, Xo,..., X, € U(0, 1) - niezalezne zmienne losowe, to statystyka C' ma rozktad:

7D{O:C}:m(m—l)...(

—n — 1
n-cH >( n ) c—0.1.....m
m" n—=c

> Do weryfikacji zgodnosci rozktadu zaobserwowanego w powyzszym rozktadem teoretycznym

uzywa sie testu chi-kwadrat.

Test pustych kom o0rek (test Davida—Hellwiga)
» Statystyka C’ — liczba pustych komoérek, tzn. kostek, w ktorych nie ma ani jednego punktu.
= Rozklad prawdopodobienstwa:
, m\ e— (m—c 1
P{C:c}:(c ;%(—1)( Z. )[ ] . c
> WartoSci dystrybuanty oraz wartoSci krytyczne mozna znalez¢ w tablicach statystycznych.
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» Testowanie generatorow za pomoca zadan kontrolnych — rozwigzywanie okreSlonych zadan
metodami Monte Carlo i porobwnywanie wynikow z wynikami otrzymywanymi w inny sposob.
e \Wyznaczanie liczby 7, np. metoda igty Buffona lub trafiania w cwiartke jednostkowego kota
zawarta w jednostkowym kwadracie.
e Obliczanie znanych catek metodami Monte Carlo.

e Obliczanie objetosci kuli jednostkowej w przestrzeni m-wymiarowej:

9 m
d Qm) , T(x+1)=2'(z), I'(1) =1, T'(1/2) = /7 (funkcja I'-Eulera).
2
> Mozna zastosowacC metode ,,orzel-reszka” generujac punkty losowe w kostce (—1, 1)m.

e \Wyznaczanie parametrow pewnych zjawisk fizycznych, ktorych Sciste rozwigzania sg znane
(np. ruchy Browna na ptaszczyznie).

= Cw. N7.1: Wykonat nastepujace testy zaimplementowanych generatorow liczb losowych:
(a) Test chi-kwadrat, np. dla £k = 10.

(b) Jeden z testobw zgodnosci z rozktadem wielowymiarowym, np. dla m = 3.

(c) Test Kotmogorowa—Smirnowa.
(d) Po jednym z testow: zgodnosci rozktadow statystyk, serii oraz kombinatorycznych.

(e) Objetosci kuli mm-wymiarowej dla kilku wartosci m (wylicza¢ tez odchylenie standardowe).
= Cw. N3* (nadobowiazkowe): Zaimplementowa¢ i wykona¢ test OPSO.
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