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Rozwigzywanie
uktad 6w r dwnan liniowych
metodami bt gdzenia przypadkowego

e Wprowadzenie.

e Btadzenie przypadkowe.

e tancuch (proces) Markowa.

e Uklady r dwnan liniowych — sformutowanie zagadnienia.

e Metody von Neumanna—Ulama.
> Medoda podstawowa.
> Medoda dualna.

> Uogolnienia.

e Metody Wasowa.
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» PRzZYKLAD 1:

Wprowadzenie

Sume: S = A + B mozemy przedstawi¢ w postaci:

A

B
Szp5+(1—p)—, 0<p<l,

I1—p

| interpretowac jako wartoS¢ oczekiwana zmiennej losowej:

> Schemat:

z prawdopodobiehstwem p,

W =

p

Zmienna losowa W losujemy /N -razy i obliczamy:

1 &

gdzie W; —wynik 2-tego losowania.

=

Wiestaw Ptaczek

z prawdopodobienstwem 1 — p.

S jest estymatorem zgodnym i nieobci

gzonym sumy S.
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Wprowadzenie 3

» PRZYKLAD 2:
Niech: X i Y —nieznane wielkosci powigzane nastepujacymi zaleznosciami:

A,B,p,q —ustaloneoraz 0 < p,q < 1.

e Zadanie: Oszacowac wartoS¢ zmiennej X .

> Schemat:
. Losujemy pierwszy sktadnik pierwszego rownania z prawdopodobienstwem p, a drugi z

prawdopodobienstwem (1 — p).

. Jezeli wylosujemy drugi skiadnik, to za wynik losowania W przyjmujemy wartos¢ A.
. Jezeli wylosujemy pierwszy sktadnik, to przechodzimy do drugiego rownania i z prawdopod. q
losujemy pierwszy sktadnik, a z prawdopod. (1 — q) drugi sktadnik tego rébwnania.
. Jezeli wylosujemy drugi sktadnik, to za wynik losowania W' przyjmujemy wartos¢ B.
. Jezeli wylosujemy pierwszy sktadnik, to wracamy do kroku 1.
. Losowanie kontynuujemy dopoty, dopoki nie wylosujemy jednej ze znanych wartoéci A lub B.
Powyzszy schemat losowania powtarzamy [V razy i jako oszacowanie wartoSci X przyjmujemy:

1 & .
W2 — X2,
P>
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Przykiad 2: bt adzenie przypadkowe 4

Na poczatku znajdujemy sie w punkcie & i mozemy wedrowac z punktu do punktu wedtug
nastepujacego ,,regulaminu”;
e Z punktu x z prawdopodobienstwem p przechodzimy do punktu ¥y lub z prawdopodobienstwem

(1 — p) do punktu a.
e Z punktu y z prawdopodobiehstwem g przechodzimy do punktu x lub z prawdopodobiehstwem

(1 — q) do punktu b.
e Wedrowke kohczymy wowczas, gdy znajdziemy sie w punkcie a lub b.
e Jezeli wedrowke zakohczymy w punkcie a, to otrzymujemy nagrode w wysokosci A, natomiast

jezeli zakonhczymy ja w punkcie b, otrzymujemy nagrode w wysokosci B.
e X jest oczekiwanag nagroda, jaka otrzymamy startujac z punktu o (analogicznie Y jest
oczekiwana nagroda przy starcie z punktu ).
» Powyzsza wedrowke nazywamy btadzeniem przypadkowym po punktach zbioru {a, x, y, b}.
> Przedstawiony schemat mozemy traktowac jako metode rozwigzania uktadu dwoch réwnan

z dwiema niewiadomymi: X i Y.
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t ancuch (proces) Markowa (bt adzenie przypadkowe) 5

e Wezmy uktad o skonczonej lub przeliczalnej liczbie mozliwych stanow S1, Sa, S3, .
e Niech X; bedzie stanem tego uktadu w chwili czasu t.
e Rozwazmy przypadek dyskretnego czasu i kolejne chwile oznaczmy przez: 1,2,3,....

= X, jest zmienna losowa i mozemy zdefiniowac prawdopodobienstwa warunkowe:
P(Xt — S]|Xt1 — Silath — Si2, o .. ,th — Szn)

» Uktad jest tancuchem (procesem) Markowa jezeli rozktad X jest niezalezny od wszystkich

poprzednich stan 6w z wyj gtkiem ostatniego X;_1, tzn.

P(Xt — Sj|Xt_1 — Sz

. ,Xz — SZ'2,X1 — S’él) — P(Xt — Sj‘Xt—l — S’it—l)'

t—17°

> Powyzsze mozna tatwo rozrzerzyC na stany ciggte przez zastgpienie prawdopodobienstw

funkcjami gestosci prawdopodobienstwa.

» Przyktady ta hcuch 6w (proces 6w) Markowa (bt gdzenie przypadkowe):

Ruchy Browna, dyfuzja w gazach, ,,spacer pijanego marynarza ulicami miasta portowego” itd.

» Metody Monte Carlo oparte o procesy Markowa stosuje sie do rozwigzywania uktadow rownan
liniowych, rbwnan catkowych, rownan rozniczkowych czastkowych, znajdowania wartoSci

witasnych, odwracania macierzy, optymalizacji itd.
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Uktady r wna n liniowych — sformutowanie zagadnienia 6

Rozwazmy ukiad rownan liniowych:
AT =0, det A # 0, (1)
gdzie: aij),t,j =1,2,...,n—danamacierz, b = (b, ba, ..., b, ) — dany wektor,
., Tp, ) — wektor niewiadomych.

0 ,.0 0

x5y, x5, ..., T, ) — szukane rozwigzanie.

Powyzszy uktad rownan przeksztatcamy do postaci iteracyjnej:
r=a+HZ, (2)

gdzie: H = (h;;),4,7 = 1,...,njestdana macierza,a @ = (ay, . . . , an) jest danym wektorem.

e Zaktadamy, ze norma macierzy H:

|H| = max > lhil <1 3)
<i<n £

€| Dygresja: Kazdy uktad rownan postaci (1) mozna sprowadzi¢ do uktadu (2) z warunkiem (3).
Przedstawiamy macierz A = V — W tak, ze macierz V! mozna tatwo obliczy¢ — uktad (1):
(V-W)Z=5b
Mnozgc obie strony rownania lewostronnie przez macierz V-1 dostajemy:
T=V b+ VIwWz
a H
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Uktady r ownan liniowych — sformutowanie zagadnienia 7

Uktad rownan (2) przedstawmy w postaci:
I-H)Z=a,
gdzie: I = (6;;) — macierz jednostkowa (9;; — delta Kroneckera, = 1,0dlai = 7,7 # j).
» Rozwigzanie powyzszego uktadu mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Neumanna:
=(I-H) 'd=a+Ha+H*a+Hd+.

= Dla 1-tej sktadowej rozwigzania mamy:

=a; + Z hijaj + Z Z Pigi g g2 GGy +

J1=172=1

+ Z Z hz]lh‘jl,jg c e hjk_l?jk a’jk + ...

J1=1 Je=1

> Sformutujemy zagadnienie probabilistyczne w postaci pewnego tancucha (procesu) Markowa
(btadzenie przypadkowe) , a nastepnie pokazemy, ze jego rozwigzanie da sie wyrazi¢ w formie
wzoru (6) — bedzie to dowodem na rownowaznosc¢ tego zagadnienia z problemem rozwigzania

uktadu rownan (1).
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Metody von Neumanna—Ulama 8

. Przypadek: h;; >0, 1,7 = 1,.

> Dodatkowo definiujemy:

zo_l—Zhw >0, bo th<1

Zbior indeksow {0, 1, ..., n} nazwiemy zbiorem stan 6w, a kazdy jego element — stanem .
Niech: X — punkt, ktory ,,wedruje” po zbiorze stanow,

ai;(iy=0,1,...,n;t=0,1,...)—stan, w ktorym punkt X znajduje sie w chwili t.

» Regulamin wedrowki punktu X :

1. W chwili t = 0 punkt X znajduje sie w stanie 2.
2. Jezeli w chwili £ punkt X znajduje sie w stanie 7; (i; 7 0), to w chwili (£ 4 1) znajdzie sie w

stanie ¢;1-1 z prawdopodobienstwem rownym elementowi h;

ir iz, Macierzy H. Przejscia

punktu X miedzy kolejnymi stanami sa niezalezne .
3. Jezeli w pewnej chwili £ punkt X znajdzie sie w stanie 0, btadzenie punktu zostaje zakonczone .
> Droge: v = (%0,%1,%2,---,1k,0), i; # 0, 0 < j < k nazwiemy trajektori a punktu X.
> Kazdej trajektorii v punktu X przypisujemy liczbe:

X(’}/) :X(io,il,ig,...,ik,()) =
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Metoda podstawowa von Neumanna—Ulama 9

» X (7) — zmienna losowa o wartoéciach ze zbioru: {aj/h1.0,a2/h20,...,an/hno}.
— Prawdopodobienstwo, ze X () = a;/h; o jest rowne prawdopodobiefistwu, ze ostatnim

niezerowym stanem trajektorii -y jest stan 7.

» Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X () pod warunkiem, ze trajektoria rozpoczyna sie

w ustalonym punkcie 19 = S:

E{X(Mlio=st=Y_ > X(y)P(),

k=0 {1}
gdzie ;. oznacza trajektorie o dtugosci k£ rozpoczynajaca sie w punkcie 1o = s,

a P(v) — prawdopodobienstwo pojawienia sie takiej trajektorii.
Zatem:

E{X(lio =s}=>_ X(MPM)+ Y X(MWPMW)+.-..+ > X(MPH) +.-.
{70} {r} {vi}

> Rozwazymy poszczegoblne elementy powyzszego szeregu.
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Metoda podstawowa von Neumanna—Ulama 10

{v0}: Jedyna trajektoria: vo =

{~1}: Mozliwe trajektorie: 3 = (i
oraz X (1) = aq, /hi, o0,

= Y X(y)P

{71}
{’}/2}2 Mozliwe trajektorie: yo = (20 —_— S,il,’ig, ) 11 7é O 19 7£ 0,
a P(v2) = P(s,41,12,0) = hg i, N, ip hiy0 oraz X(v2) = aw/h

11,12

= ZX(W) Z Z aZQ hsu 11,12 ZQ,O—Z Zhsh @112CL@2.

{72} 11=1 12=1 Z 11=1 1o=1

ZQ,

{~vx }: Analogicznie dostajemy:

Z X(y)P(y) = Piy i - -

{7}
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Metoda podstawowa von Neumanna—Ulama 11

» Ostatecznie po zsumowaniu:

E{X(7)lio = s} = as + Z hs,iy @iy + Z Z Ps iy Piy Jin @iy +

21— ’1,1—1 ’1,2—
—|— E E E hs 'Llh'Ll 'L2 o o o hzk_l’zk aﬂl’k} _|_ o o o
11=1 19=1 =1

> Porownujac powyzsze wyrazenie z wyrazeniem (6) na rozwigzanie uktadu réwnan liniowych

otrzymujemy:

= B{X(3) |io = i}

Podsumowanie:

Zatem rozwi gzanie uktadu r éwnan liniowych postaci (2) sprowadza si e do obliczenia warto Sci
oczekiwanej zmiennej losowe] X(q/) w procesie bt gdzenia przypadkowego. Bt edy
otrzymanych wynik 0w szacujemy na podstawie centralnego twierdzenia granicz nego, w
oparciu o wyliczane praktyczne odchylenie standardowe (podobnie jak przy obliczaniu catek

metodami Monte Carlo).
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Metoda podstawowa von Neumanna—Ulama 12

PRZYKLAD:

Dany jest nastepujacy uktad rownan:
15| |02 03 01]
x —1.0 [ +1] 04 03 0.2

0.7 | 0.3 0.1 0.1

Jego rozwiazaniem jest: TV = (2.154303, 0.237389, 1.522255).
Poniewaz

3
IH|| = max > |hy| = max{0.6,0.9,05} =0.9 <1 oraz h;; >0, i,j=1,2,3,

1<i<3 4
J=1
wiec mozemy zastosowac opisang metode von Neumanna-Ulama.

> Macierz prawdopodobienstw hij ma postac: » Sposob rozwigzania:

Stosujemy metode von Neumanna—-Ulama

1 2 3 0 startujac kolejno z ig = 1, 2, 3.

0.2 0.3 0.1 04 > Przyktadowe rozwigzanie dla 25 trajektorii:
04 03 02 01 9 = 2.086 + 0.744,
03 01 01 05 = Cw. N10.1: Rozwiaza¢ powyzszy uktad

rownah metoda von Neumanna—Ulama.
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Metoda dualna von Neumanna—Ulama 13

> Metoda podstawowa von Neumanna—Ulama wymaga powtorzenia schematu obliczeh dla kazdej

wspotrzednej wektora rozwigzah V.

» Metoda dualna von Neumanna—Ulama umozliwia oszacowanie od razu catego wektora V.

Schemat:

Na zbiorze indeksow {O, 1,... ,n} okreslamy (dowolnie) rozktad prawdopodobienstwa:
q1,92y -5 Gn,tzn. q; > 0,0 =1,2,...,noraz > ., ¢ = 1.

. Stan poczatkowy wedrujgcego punktu X losujemy wedtug rozktadu g;.

. Jezeli w chwili t punkt X znajduje sie w stanie ; (it =~ O), to z prawdopodobienstwem
P(i¢41)%) = hi, .15, Wchwili (2 4 1) znajdzie sie w stanie ¢;1; dla i;41 = O definiujemy
hosi =1— Z?:l h;., i zaktadamy, ze hq ;, > 0 (0goiny przypadek bedzie pozniej).
> Teraz macierz prawdopodobienstw przejs¢ jest macierza transponowana: HT.

. Btadzenie punktu X po zbiorze stanéw {0, 1, ..., n} kohczy sie z chwila osiagniecia stanu 0.

. Trajektorii v = (ig,%1,...,1k,0), 1 # 0dla0 < j < k, przyporzadkowujemy wektor:

— i, . "
Y(v) = I é;, €R",
gdzie €;, jest tx-tym wersorem, tzn. jego 7j-ta sktadowa jest rowna 1, a pozostate sa rowne 0.

Kroki 1-4 powtarzamy /N razy. — Oszacowaniem wektora Y jest Srednia: % Z Y( )
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Metoda dualna von Neumanna—Ulama 14

Dowod:
Niech Y{ () oznacza j-ta sktadowa wektora 17(7) Wystarczy dowies¢, ze dla kazdego 7:

% E{Y(;)(7)} = =j.
Z definicji wektora Y () mamy:
L_a /[/ — .’
if(j)(io’ilw"?ikao) — qiq P(0]) _k ]
0 ik 7 J-

Zatem wartoSc oczekiwana;

aio

E{}/(J)(fy)} — Z g p(0|]) P(i()ail)"')ik—laj? 0)7
20

trajektorie

gdzie P(tg,%1,---,1k_1, ], 0) — prawdopodobienstwo zaobserwowania trajektorii
(40,91, --+50k-1,7,0), 4y #0dla0 <[ < k, j # 0, a sumowanie przebiega po wszystkich
trajektoriach.
> Prawdopodobienstwo zaobserwowania trajektorii (na podstawie punktu 11 2):
P(io, i1, 1k-1,7,0) = qig Niy ig Pig iy - - - Bjiy_, D(0]]).
» Ostatecznie dla Wartoéci oczekiwanej dostajemy'

E{lf(j) }_Y S‘ Z Zhyzk p e g Py g Gig = x?) J =

6
k=0 1p_1=1 11=1 10=1 (6)
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Metoda dualna von Neumanna—Ulama 15

PRZYKLAD:

Dany jest nastepujacy uktad rownan:

1.5 |
=1 —1.0
0.7

Jego rozwiazaniem jest: Z° = (2,0,1).

» Przyjmijmy poczatkowy rozktad w postaci: |

q1:q2:q3:§.

> Prawdopodobienstwa przejs¢ p(isi1|i¢): > Przyktadowe rozwigzania:

N Oszacowanie rozwigzania
b \ b | 123 0 25 316 —1.72  0.60
1 0.2 04 01 0.3 50 2.02 —1.18 0.79
2 0.3 03 0.1 0.3 7 231 —-0.79 0.61
3

0.1 0.2 0.1 0.6 100 2.63 —0.63 0.60
— Wolna zbieznoSc¢!
= Cw. N10.2: Rozwiagza¢ powyzszy uktad rownan uzywajac metody dualnej von Neumanna—Ulama.
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Uog olnienie metod von Neumanna—Ulama 16

ll. Elementy hz-j macierzy H moga by ¢ ujemne

Wezmy macierz P = (p@-j) 0 nastepujacych wtasnosciach:

n
pij 20, piy=0gdy hij=0, po=1-) py >0.
j=1
W celu oszacowania sktadowe] a:g rozwigzania uktadu rownan (2) konstruujemy tancuch Markowa
(btadzenie przypadkowe) na zbiorze indeksow {0, 1, ..., n} z macierza przejs¢ P, gdzie kazda
trajektoria rozpoczyna sie w stanie 19 = 1.
» Prawdopodobienstwo zaobserwowania trajektorii o dtugosci k£ wynosi:
P(Vk) = Diir Pivyia - - Pig_1 i, Pix,0 -
e Trajektorii v = (ig = 4,11, . .., ik, 0) przypisujemy zmienna losowa:
a.

X(’yk) = Uiiq Viq,ig - - - Vig_q,ig - 3

i%,0

gdzie:

hij/pij» pij 0,
]., Pij — 0.
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Uog olnienie metod von Neumanna—Ulama 17

» Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X ():

E{X(v)} =) > X(w) P{X(w)},

k=0 {vi}
gdzie rozktad zmiennej losowej X () jest dany:
P{X (i)} = P{X (k) = Viiy Virjia - - - Vi1 in Qi /Pig,0
= Piiy Piqyig - - - Pig_1,ix Pig,0

Poniewaz:

X (i) PAX ()} = higiy hiyin -+ - Dy i, 6y s

Z X(ve) P{X ()} = o iy iy Gy
{7x}

Stad na podstawie wzoru (6) mamy:
E{X ()} =

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 8



Uogolnienie metody podstawowej von Neumanna—Ulama 18

Schemat:

Ustalamy (dowolnie) macierz P o podanych wyzej wiasnoSciach.

1. W chwili poczatkowej punkt X umieszczamy w stanie 19 = .

2. Jezeli w chwili ¢ punkt X znajduje sie w stanie i, (i; 7 0), to z prawdopodobiefistwem p;, 4, . ,

w chwili (£ 4+ 1) znajdzie sie w stanie ;1.
3. Btadzenie punktu zostaje zakonhczone , gdy znajdzie sie on w stanie 0.
4. Zaobserwowanej trajektorii przypisujemy wartos¢ X (i ).

Kroki 1-4 powtarzamy [V razy.

» Oszacowaniem rozwigzania :1:9 jest Srednia arytmetyczna zaobserwowanych wartosci X (fyk)

> Aby otrzymac wektor rozwigzan Y, powyzsze obliczenia powtarzamy dla wszystkich jego

sktadowych: 2 = 1,...,n.
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Uog olnienie metody dualnej von Neumanna—Ulama 19

Schemat:
e Na zbiorze indeksow {O, 1,... ,n} okreslamy (dowolnie) rozktad prawdopodobienstwa:
q1,q2, - qn,tzn. q; > 0,0 =1,2,...,n oraz > ", q; = 1.

Ustalamy (dowolnie) macierz P o podanych wyzej wiasnoSciach.

. Stan poczatkowy wedrujacego punktu X losujemy wedtug rozktadu g;.

. Jezeli w chwili ¢ punkt X znajduje sie w stanie i; (i; 7 0), to z prawdopodobiefistwem p;, 4, . ,
w chwili (£ 4+ 1) znajdzie sie w stanie ;1.

. Btadzenie punktu X po zbiorze stanow {0, 1, ..., n} konczy sie z chwila osiagniecia stanu 0.

. Trajektorii v = (49,41, .- .,%k,0), ¢; # 0dla0 < j < k, przyporzadkowujemy wektor:

a; _
Y(’Y) = Wig,iq Wiy ig -+ Wig_q iy, €3), € R"™ )
dig Piy,0
gdzie:
hji/Dij, Dij 0,
wij =
1, Pij — 0.

a €;, jest tx-tym wersorem.

Kroki 1-4 powtarzamy [N razy.

» Oszacowaniem rowigzania iV jest Srednia arytmetyczna zaobserwowanych wektorow Y( )
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Uog olnienie metody dualnej von Neumanna—Ulama 20

Dowod:

Poniewaz:

Wig,iq Wiq,ig - Wiy _1 ik ézk} — P{’}/k = (’io, ’121, ce ,ik, O)}

dig Piy,0
= iy Pig,i1 Pi1,io -+ - Pig_1,ix Pig,0 5
to wartoS¢ oczekiwana:
~ o0
E{Y(V)} — Z Z hil,’io hi2,731 hik,’ik—l Qig €3, -

k=0 {7}

Stad warto$¢ oczekiwana warunkowa, przy warunku i = 7, Wynosi:

E{Y(V)lzk — ]} — Z Z hil,’io hiQ,il . 'hj,ik—l A

k=0 {vx}

= Y Y Z Zh]zk 1 22 Zlh’il,io Qs

k= Olk 1— ’I,1—1 ”LO 1

Zatem warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej Y (7y):

E{Y(7)}=2". K
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Metody Wasowa 21

> W metodzie von Neumanna—Ulama za pomoca zmiennej losowej:
X (V) = Vig iy Vigin -+ - Vig_y g Vi
otrzymanej dla trajektorii v = (49, 41, - - - , 2k, 0) Szacuje sie jeden sktadnik sumy (6).
0

» Metoda Wasowa korzysta z kazdej zaobserwowanej trajektorii do oszacowania catej sumy x; .

1. Metoda podstawowa:

Rozwazmy wszystkie poczatkowe odcinki trajektorii v = (io, Ulyev.y bk, O), tzn.

(40), (20,%1), (20,%1,%2),- .-, (T0, 01,5, %K)

i kazdemu odcinkowi (g, ¢1, - - - , %m ), 0 < m < k przyporzadkujmy liczbe:
U’io,il Uilai2 tt U'I:m—laim a’im )

Dla danej trajektorii v = (g, %1, - - - , 1%, 0) definiujemy zmienna losowa:
k
X*(V) — Z Vig,ir Vinyig «+ » Vigy 1,0 iy -
m=0
Mozna udowodnic¢ (analogicznie jak dla metody podstawowej von Neumanna—Ulama), ze dla

ustalonego 7og = ¢ wartoS¢ oczekiwana zmiennej losowej X * (’y) jest estymatorem

nieobciazonym 1-tej sktadowej rozwigzania 0

B{X*(y)lio = i} = @}

'I: .
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. Metoda dualna:
Kazdemu odcinkowi (g, i1, - - -, im ), 0 < m < k trajektorii v = (ig, %1, ..., 0k, 0)
przypisujemy wektor: .
ZO A
— Wig,iy Wiy jig - - Wiy 1,0y, €is s
Qi
a calej trajektorii v zmienna losowa:
k
Y (7) E , q— Wig,iy Wiy ,ig « o Wiy 1,0 Cipy
%0

m=0
Mozna pokazac, ze wartoS¢ oczekiwana powyzszej zmiennej losowej jest estymatorem

nieobcigzonym rozwigzania V.

» Szybsza zbieznoSc metod Wasowa w porownaniu z metodami von Neumanna—Ulama zostata

pokazana jedynie dla przypadkéw szczegolnych — nie jest to ogolna reguta!

> Halton (1962) zaproponowat kilka metod sekwencyjnych, w ktérych w kazdym kroku obliczen

korzysta sie z wynikow uzyskanych w poprzednich etapach. Moze do prowadzic do poprawy

wydajnosci przedstawionych metod rozwigzywania uktadow réwnan liniowych.

= Cw. N10.3: Uzywajac metody podstawowej Wasowa rozwiaza¢ uktad rownan (8). Porownac jej

zbieznoS¢ ze zbieznosScig metody podstawowej von Neumanna—Ulama.
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