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Roéwnania rézniczkowe zwyczajne

Najogolniejszg postacig rownania rozniczkowego zwyczajnego (ODE, Ordinary
Differential Equation) rzedu n jest wyrazenie postaci

de’ """ dan

n
F(x,y,dy . dy>=o, (1)

gdzie y: R — R lub, niekiedy, y: C — C.
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Jesli pochodna F' po ostatnim argumencie nie znika (przynajmniej lokal-
nie), (1) zapisujemy jako

— =F LyYy —, (2)

dx™ de’  dxn—1

d™y _ ( dy dn—1y>

Trzeba jednak pamietaé, iz transformacja od (1) do (2) moze wymagac
dookreslenia (w tym sensie rownanie (1) moze nie by¢ jednoznaczne).
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Przyktad: Rownanie

mozna zinterpretowaé na jeden z dwu sposobdw:
dy
- Vi-y®, (3b)
dy
- —\/1—y?. (3c)
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Przykiad

Rozwazmy réwnanie

d2y dy 2
1—y)—2 — (2 =0. 4
-5 5- () +v @
Poza punktem y = 1 nie ma problemu?. Co zrobi¢ dla y = 1? Mozliwe sa
dwa scenariusze:
dy 1 lub
d_ — { (5)
xXr y:]_ —1

Ktéry wybraé?

*Pozornie!
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Uktady réwnan pierwszego rzedu

Rownanie w postaci (2) na ogot przedstawia sie w postaci uktadu n réwnan
pierwszego rzedu. Najprostsza — co nie oznacza, iz w kazdym wypadku
najlepsza — transformacja od réwnania rzedu n do uktadu n réwnan pierw-
szego rzedu ma postac:

yi1 =Y,
dz  dx 2 422 T da A o
d"y dy -
dan d;:F(x7y17y27"',yn).

Dlatego od tej pory bedziemy sie zajmowac gtownie uktadami rownan rzedu
pierwszego. Uktady te nie muszg mie€ postaci sugerowanej przez trans-
formacije (6), ale widaC, ze takie zainteresowanie nie ogranicza ogolnosci
rozwazan.
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Rozwigzania ogolne i szczegolne

Rozwigzaniem ogolnym réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu n
nazywam najbardziej ogdlng postac¢ funkcji y : R — R, klasy co najmniej
C™, spetniajaca réwnanie (2). Rozwigzanie to zalezy od n parametrow.

Przyktad: Rozwigzaniem ogdélnym rownania oscylatora harmonicznego

d2
=Wy 7)
jest funkcja
y(t) = Asin(wt + ¢) . (8)
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Rozwigzaniem szczegolnym réwnania rézniczkowego zwyczajnego rzedu
n jest pewien “przypadek szczegolny” rozwigzania ogélnego — taki, w kto-
rym wartosci wszystkich statych dowolnych zostaty ustalone, najczesciej
poprzez podanie warunkow, jakie ma spetniaé rozwigzanie rownania.

Przyktad: Rozwigzaniem szczegdlnym réwnania oscylatora harmonicznego
(7) moze byc¢ funkcja

y(t) = coswt. (9a)

Innym rozwigzaniem szczegolnym tego réwnania moze by¢ funkcja

(1) = —Zsin (wt + ?—7;) | (9b)

Obserwacja: Rozwigzaniem szczegblnym uktadu n robwnan rézniczkowych
zwyczajnych rzedu pierwszego jest krzyway : R — R™,
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Numerycznie mozna poszukiwac tylko szczegolnych (nie ogblnych) roz-
wigzan rownan rozniczkowych. Rozwigzanie réwnania rzedu n lub tez,
co rownowazne, uktadu n réwnan rzedu pierwszego, zalezy od n statych
wyznaczanych z warunkow, jakie spetniaC ma poszukiwana funkcja. Jesli
wszystkie te warunki zadane sg w jednym punkcie, czyli dla jednej warto-
sci zmiennej niezaleznej, méwimy, iz dany jest problem poczgtkowy, zwany
inaczej problemem Cauchy’ego.
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Problem Cauchy’ego:

( dy
— = f(x,
< dx () (10)
| y(z0) = Yo

gdziey,ypo € R", f: R x R™ — R"™ (czasami zamiast R bierze sig C).
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Twierdzenie Picarda

Twierdzenie 1. Jezeli funkcja f jest ciggta w pasie rqg < = < X oraz
spetnia warunek Lipschitza ze wzgledu na drugg zmienng:

dL >0Vz:xzg <z <X, Vy1,y2: [[f(z,y1) —f(z,y2)|| < L|ly1—y2l|

to problem Cauchy’ego (10) ma w tym pasie rozwigzanie i jest ono jedno-
znaczne.

Metody numeryczne w zasadzie ograniczajg sie do przypadkow
spetniajgcych zatozenia twierdzenia Picarda.
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Problem Cauchy’ego to przepis na to jak uzyskac rozwigzanie po infinite-

zymalnie matym kroku.

Metody numeryczne

\

(

zamiana problemu ciggtego na dyskretny

xo, 1 =x0+ h, xo=21+h, ..., Tnn =Tp_1 + h, ...
yo =Y¥(z0), y1 = y(z1), y2o =y(z2), ..., yn = y(zn), -..

h — krok (niekiedy

moze sie zmieniac)
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Metody jawne (explicit)

Metoda jawna to przepis rachunkowy pozwalajgcy wyliczy¢é wartos¢ po-
szukiwanej funkcji y (x) w punkcie x,,4 1 na podstawie znajomosci warto-
sci funkciji (a takze prawej strony réwnania) w punktach z,, z,,_1,z,—o, . ...

Przyktad: Metoda

3 1
Yat1=¥n+h (26— fa1), (1)

gdzie f,, = f(xy,yr) (f oznacza prawg strone rownania rézniczkowego w
problemie (10)), jest jawna.

Uwaga! Jezeli w jakiej$ metodzie, jawnej lub niejawnej (patrz nizej), zachodzi koniecz-
nos¢ uzycia prawej strony réwnania obliczanej we wczesniejszych punktach (f,—1, f,—2, .. .),
na ogot nie nalezy ich za kazdym razem oblicza¢ na nowo — numerycznie szybciej jest
je zapamietac.
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Metody niejawne (implicit)

Metoda niejawna to rownanie algebraiczne (w ogdlnosci wielowymiarowe
rownanie algebraiczne), jakie musi spetniaC poszukiwana wartosC y,, 4 1.
“Wyliczenie” tej wartosci polega na numerycznym rozwigzaniu odpowied-
niego rownania algebraicznego.

Przyktad: Metoda

1 1
Ynb1 = ¥n+h(SEp1 +56). (12

jest niejawna, gdyz poszukiwana wielkoSC y,,+ 1 jest potrzebna do oblicze-
nia fn—l—l
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Przyktadu ciag dalszy

Dane jest (skalarne) réwnanie rézniczkowe

dy y—=x
da:_yQ—I—:I:'

(13)

Zastosowanie metody niejawnej (12) do rownania (13) prowadzi do naste-
pujacego rownania algebraicznego na nieznang wielkos¢ y,, 4 1:

1 — T —x
Ynt1 = Yo+ 5 k- | pEionEL L S (14)
yn_|_1 _I_ xn—l—l Yn _I_ In
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Zgodnosc¢

Od kazdej metody numerycznego catkowania rownan rézniczkowych wy-
maga sie, aby byta zgodna z wyjsciowym réwnaniem, to jest aby odtwa-
rzata je w granicy nieskonczenie matych krokéw.

Przyktad: Przeksztatcajgc wyrazenie (11) otrzymujemy

3 1
Yn4+1 — ¥Yn + h <5fn — 5 n—l) (153-)
y"n—l—l_Yn:§f _1 15b
h > n > n—1 ( )
Tn + h) — 3 1
Y T V) D0+ b,y Can + 1)) — LG, y(an)) (150
W granicy h — O lewa strona (15c) dgazy do pochodnej g—gj’ o nato-

miast oba argumenty po prawej stronie dgzg do (xn, y(xr)). Ostatecznie
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otrzymujemy
dy
dx
co jest zgodne z réwnaniem (10)).

= f(zn,y(zn)), (15d)

T=xn

Analogicznie mozna wykazac¢ zgodno$¢ metody (12). Natomiast “metoda”

3 1
Yn+1 — ¥Yn + h (Efn - g n—l) 3

nie jest zgodna z rownaniem (10).
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Rzad metody

Podczas numerycznego rozwigzywania réwnan rézniczkowych popetnia
sie dwa rodzaje nieuniknionych btedéw numerycznych:

e btagd metody, wynikajgcy z zastgpienia Scistego problemu ciggtego pro-
blemem dyskretnym oraz

e btgd zaokrgglenia, wynikajacy z faktu, iz obliczenia prowadzone sg ze
skonczong doktadnoscia.
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Uzyskane rozwigzanie numeryczne jest tylko przyblizeniem rozwigzania
doktadnego. Niech y,, = y(xz,) bedzie uzyskanym rozwigzaniem przybli-
zonym, natomiast y (xr,) niech bedzie (nieznanym, ale istniejgcym) rozwig-
zaniem doktadnym. Zgodnos$¢ metody oznacza, ze w granicy Ai_r)no Yn =

y (xrn), a wobec tego spodziewamy sig, ze dla matych h zachodzi

lyn — F(zn)| ~ O(hPT) (16)

Liczbe p nazywamy rzedem metody. Ogdlng posta¢ metody rzedu p zapi-
suje sie najczesciej jako

Yn+1 — g(h;Yn—I-lnynayn—].?"') +O(hp+1> (17)
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Stabilnos¢

Na skutek popetnianych btedéw, warunek poczgtkowy w problemie Cau-

chy’ego ulega w kazdym kroku ,rozmyciu”:

dy
4 dx

y(zo)

f(z,y)

YO

— 9

dy
dx

| y(z1)

f(z,y)

y1+e€1

_><

dy
dx

| y(x2)

f(z,y)

yo+eo
(18)

Gdyby ten ,btad rozmycia” mdgt propagowac sie z kroku na krok, rozwig-
zanie numeryczne szybko mogtoby przesta¢ mie¢ cokolwiek wspdlnego z
rozwigzaniem wyjsciowego problemu Cauchy’ego: aby metoda byta sta-
bilna, btedy popetniane w kolejnych krokach nie mogg narastac z kroku na

krok.
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Zaktadamy, ze btedy sg niewielkie, ||en|| < 1, mozemy sig wigc ograni-
czyC do przyblizenia liniowego. W tym przyblizeniu

Ent+1 = Gen . (19)

Btedy nie bedag narasta¢ z kroku na krok, jesli wszystkie warto$ci wtas-

ne macierzy G bedg spetniaC |y| < 1. Macierz G nazywamy macierzg
wzmocnienia.
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Przyktad: Dla jednokrokowej metody jawne;

Yn+1 + En+1 = F(h,zn,yn +€n) ~

F(h; xn,yn) + Z—}_ En . (20)

Yly=yn
W powyzszym wyrazeniu 0.F /Jy oznacza rézniczkowanie wszystkich skita-
dowych F po wszystkich sktadowych y, czyli obliczanie jakobianu: Dla

jednokrokowej metody jawne;

oOF
dy

Jezeli jakas metoda w ogdle moze byc¢ stabilna dla danego rownania, wy-
mdg stabilno$ci oznacza na ogo6t wziecie odpowiednio matego kroku h.
Zgodnie z wyrazeniem (21)), krok czasowy, ktory w pewnym punkcie za-
pewnia stabilnos¢, moze go nie zapewnia¢ w innym.
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Jawna metoda Eulera

Problem Cauchy’ego (10) to przepis na to jak uzyskac rozwigzanie po infi-
nitezymalnie matym kroku. Sprébujmy zastosowac ten przepis dla krokow
matych, ale o skonczonej dtugosci. W tym celu dokonajmy rozwiniecia
Taylora:

d
Ynt1 = ¥(@p1) = y(on +h) 2 y(en) + 2 h+O(h),
Llrx=xn,Y=Yn
(22)
a zatem
Ynt1 = Yn + hf(zn, yn) + O(h?). (23)

Metoda ta, zwana jawng metodg Eulera, jest najpopularniejszg (i jedng
z najgorszych) metodg uzywanych do numerycznego catkowania rownan
rozniczkowych zwyczajnych.
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Inne wyprowadzenie metody Eulera:
(pozornie inne)

xn—l—hd Tn+h
y@nt+h) =yt [ Zde=yi+ [ fay@)de
In, In

Tn+h
~yn + / (f(xna yn) + O<h)) de =yn + hf(zn,yn) + O(h2) :

(24)
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Interpretacja geometryczna jawnej metody Eulera

(przypadek jednowymiarowy)
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Przyktad zastosowania jawnej metody Eulera

1.00 T T T T T T 2| X 1'
e +X-
dy/dx = -y + x h:1)§16 ——
0)=1 h=1/8 ——
0.95 \ yO) -

AN |

> 0.80 |

0.75 ]

0.70 ]

0.65 - _

060 L 1 L 1 L 1 L 1 L
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
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Stabilnos¢ jawnej metody Eulera

Yn+1tEnt1 =Y¥Yn+éen+ hf(xn,yn + €n)
~ yn + en+ hf(zn,yn) + hJI(xn,yn)en (25)

a zatem macierz wzmocnienia ma postac

G =1+ hJ(zn,yn), (26)

gdzie J(xn,yn) = Of /8y|x:xn,y:m jest jakobianem prawej strony réw-
nania po drugiej zmiennej. I jest macierzg jednostkowa.
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Obserwacija:
Dla réwnania liniowego

Y _ Ay, (27)
dx

gdzie A € R™"*" macierzg wzmocnienia w jawnej metodzie Eulera jest

G =14 hA. (28)

Macierz A moze, w ogoélnoéci, zaleze¢ od zmiennej niezaleznej, A =
A(x).
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Przyktad zastosowania niejawnej metody Eulera

1.00 - . . . , . , :
- v+ niejawna h=1/8 ——
\ dy(/od)x: ly X niejawna h=1/16 —=—
0.95 F \ y 26X +x-1 —— -
jawna h=1/8 ——
0.90 I\ |
0.85 | 0\ .
\x >( /
> 0.80 - N P
AN N /x”/
0.75 N == )
0.70 - .
0.65 ]
060 L | L | L | L | L
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
X
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Przykiad:
Rozpatrzmy nastepujacy problem Cauchy’ego:

(d[w] _ [ 1015 2015 [ w
de|v| — | —-1016 —2016 || v |’
29
| wo) = 1, &)
\ v(0) = 0.

Analityczne rozwigzanie tego problemu ma postac
2015 . 1016 1500,
— ———¢€

- = 30a

w(z) 999 ° 999 ’ (30a)
101 101

v(z) = 2e_x—ﬁe_looox. (30b)
999 999
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Rozwigzanie (30) ma dwie charakterystyczne skale czasowe: 77 = 1 |
T> = 1/1000 « Tj. Ta druga skala czasowa nie gra, poza poczagtko-
wym okresem, zadnej istotnej roli w rozwigzaniu, spodziewamy sie wiec,
Ze mozna na nig nie zwraca¢ uwagi w rozwigzaniu numerycznym. Nic bar-
dzie] btednego! Sprébujmy rozwigzac problem (29) przy pomocy jawnej
metody Eulera z krokiem h = 1/256. Wyniki przedstawia tabela

jawna met. Eulera, h = -

0 1.00000000
1/128 4.78867912
2/128 -5.74808168
3/128 23.44808960
4/128 -57.55829240
5/128 167.09159900
6/128 -456.02206400
7/128 1272.20862000
8/128 -3521.21387000
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oraz wykres...

30 T T T

jaV\I/na metoolla Eulera,I h=1/256 N
20 | .

10 .

-10 + |

u(x)

40 + i

-50 + |

_60 | | | | | | |
0 1/128 2/128 3/128 4/128

du

Skad bierze sig taki wynik? Zauwazmy, ze - o n 1015, a zatem
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dla matych wartoéci argumentu szukana funkcja narasta bardzo szybko,
jednak, jak sie okazuje, wybrany krok czasowy jest wigkszy niz charakte-
rystyczna skala tego narastania — przyblizenie numeryczne ,przestrzeli-
wuje”, w nastepnym kroku stara sie ten btad ,skompensowac” i w rezul-
tacie rozwigzanie rozbiega sie oscylacyjnie. Rozwigzanie jawng metodg
Eulera z krokiem dwa razy mniejszym, h = 1/512, takze wykazuje silne
oscylacje dla matych wartosci argumentu, ale oscylacje te sg ttumione.
Jednoczesnie jawna metoda Eulera z krokiem h = 1 /2048 oraz niejawna
metoda Eulera z krokiem h = 1/256 nie oscylujg i mimo poczagtkowych
odchylen od rozwigzania doktadnego, zbiegajq sie do niego bardzo szybko.
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u(x)

2.0
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22 b
2.0 b
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S e e T RITIN
jawna, h=1/2048 —+— A
rozwiazanie dokladne
niejawna, h=1/256 —— _

'jawna, h=1/512 —+—
rozwiazanie dokladne
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X
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Zjawiska te mozna wyjasni¢ w oparciu o teorie stabilnosci. Wartosci wita-
sne macierzy z problemu (29) wynoszg A1 = —1, A = —1000. Wobec
tego wartosci wlasne macierzy wzmocnienia (28) wynoszg v; = 1 — h,
o> = 1 — 1000h.

Z warunku |v1 2| < 1 wynika, iz dla zapewnienia stabilnosci rozwigzania

problemu
Uktad typu

29

29

w jawnej metodzie Eulera musi zachodzi¢ 0 < h < 55
, W ktérym wystepuje kilka wyraznie roznych skal czaso-

wych i jawna metoda numeryczna w celu zapewnienia stabilnosci musi sie
dostosowac do najszybszej z nich, mimo iz jest ona praktycznie nieobecna
W rozwigzaniu, nazywa si¢ problemem sztywnym.
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Problem: Zmiana pochodnej na przestrzeni kroku catkowania

WroEmy do wyjsciowego problemu Cauchyego (10). Metody Eulera, jawna
| niejawna, ignorujg fakt, iz prawa strona (pochodna poszukiwanej funkcji)
zmienia sie w trakcie wykonywania kroku catkowania. Spodziewamy sie,
ze pewna ,Srednia” pochodna bedzie lepiej opisywac¢ zmiany funkcji na
catym przedziale o dtugosci réwnej dtugosci kroku catkowania.

Wobec tego jako “Srednig” pochodng przyjmijmy pochodng w Srodkowym
punkcie przedziatu. Ale jak znalez¢ warto$¢ szukanej funkcji w tym $rod-
kowym punkcie? Najprosciej jest znalez¢ jg korzystajgc z jawnej metody
Eulera z krokiem potéwkowym, nastepnie zas obliczong w punkcie $rod-
kowym pochodng ,przenosimy” do lewego kranca przedziatu i wykonujemy
caty krok o dtugosci h. Zatem
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Jawna metoda punktu srodkowego

ki = f(xn,yn), (31a)
ko = f (a:n 4 g - gkl) | (31b)
Yni1l = ¥n+ hks+ O(h3). (31¢)

Dlaczego rzad tej metody rowna sie 2 (odrzucone wyrazy sg rzedu O(h2+1)),
dowiemy sie pdzniej. Podobnie pdzniej, w szerszym kontekscie, przeana-
lizujemy stabilno$¢ tej metody.
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Interpretacja geometryczna jawnej metody punktu srodkowego

Yo

Y12

Y1

yEuIer - 77777777777777777777777777777777777 7]
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Przyktad zastosowania jawnej metody punktu srodkowego

1.00 T T . . : ;
dy/dx = -y + X

T
2 +x-1
midpoint h=1/8 ——

0)=1 Z
095 | y(0) Euler h=1/8 —+— |

0.90 _
0.85 _
> 0.80 r ]
0.75 _
0.70 _

0.65 - .

060 L | L | L | L | L
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
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Metody Rungego-Kutty

Jawna metoda punktu srodkowego nalezy do bardzo szerokiej klasy me-
tod, w ktérych dla poprawienia rzedu wartos¢ prawej strony réwnania ob-
licza sie w pewnych punktach posrednich. Metody te nazywane sg meto-
dami Rungego-Kutty. Z pewnych wzgledow najpopularnieszg z nich jest
jawna, czteroetapowa (klasyczna) metoda Rungego-Kutty:

ki = f(xzn,yn) (32a)
1 1

ky = f (xn + Sh,ya+ 5hkl) (32b)
1 1

ks = f (a:n + hyyn + 5hk2) (32c)

ki = f(2n+ h yn—+ hks) (32d)

1 1 1 1
Vi1 = Yn+h (gkl + kot ks + 6k3> +O(KS) (32e)
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Liniowe metody wielokrokowe

Czesto przywotywang wadg metod Rungego-Kutty jest koniecznos¢ ob-
liczania prawej strony réwnania w punktach posrednich, w ktérych roz-
wigzania “nie potrzebujemy”. Zamiast tego, do uwzglednienia zmiennosci
prawej strony na przestrzeni kroku catkowania, mozna wykorzysta¢ infor-
macje zgromadzong w poprzednich punktach. Metody takie noszg nazwe
liniowych metod wielokrokowych.
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Ogéblna metoda wielokrokowa ma postac

k k
Y ajyn—j—h > Bif,_; =0, (33)
=0

7=0

gdzie fs = f(xs,ys). h jest krokiem catkowania, o ktérym w tym momen-

cie zaktgdamy, ze jest staly.

33

zawiera kombinacje liniowe poprzednio

wyliczonych wartosci funkcji i prawych stron rdwnania, co uzasadnia czton
“liniowe” w nazwie. Jezeli 3g #= 0, metoda jest niejawna.
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Metody Adamsa — ogolne sformutowanie

Rozwazamy problem Cauchy’ego

dy
{Ohi—_f(m’Y)’
y(z) =yo.

Rozwigzanie ma postac

In41

y@np) =yn+ [ foy(@)ds.

Klasyczne metody Adamsa polegaja na zastgpieniu f(x,y(z)) w

39

(34)

(39)

przez

wzor ekstrapolacyjny (Bashforth) lub interpolacyjny (Moulton) z weztami
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interpolacji odlegtymi o krok catkowania, h, i scatkowaniu tego wzoru. Ce-
lem takiego postepowania, podobnie jak w metodach Rungego-Kutty, jest
uwzglednienie zmiennos$ci pochodnej w obrebie kroku catkowania. Za-
uwazmy, ze wynik catkowania wielomianu interpolacyjnego nie zalezy od
wartosci funkcji — wartosci f(x;, y;) wechodzg jako ,ustalone” wartosci in-
terpolowanej funkcji w weztach.

k-krokowe metody Adamsa:

k
Yo+ 0 Y. Bifup1;+ OO0, (36)
j=1
k—1
Adams-Moulton: 'y, .1 = y,+h > Bitpy1-;+ o(rFTH . (37)
j=0

Adams-Bashforth: 'y, +1
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Przykiad - wyprowadzenie trzykrokowej metody Adamsa-Bashfortha

Funkcje podcatkowg w (35) przyblizam poprzez ekstrapolacje wielomia-
nowg z trzech ostatnio obliczonych punktow, odlegtych od siebie o h:

(o, y(@) = four(r) = (z - 2_32 - j _) :

(x — wn_z)(m — .CUn) (x — a:n_Q)(x — azn_l)
f
(:Bn—l T CBn—2>(xn—1 T xn) n-1 + (:Bn T xn—Q)(xn T xn—l)

1 1
= 2—h2($ -z, -I- h)(ZU — xn)fn—Q — p(iﬁ — Ly —I_ Qh)(x — $n)fn—1

£, 2
n)

f

n

_|_

1
+ 2—h2(aj —x, +2h)(x —z, + h)f, . (38)
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Nastepnie

In41 In41 1 h
/ f(x,y(x))dr ~ / foxtr(x)dx = 2—h2fn_2 /(z + h)zdz
In

__Qn 1/(z—|—2h)zdz—|— fn/(z—I—Qh)(z—l—h)dz

1 5 1 4 23
= . Zhnf o, ——=- -—hf . Z2h3f
on2 6" 2 2 3 2h2 6 "
h
= (23f, — 16f,_; + 5f, »). (39)

Prosze to poréwnac z wyrazeniem (40c) ponizej.
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Idea konstrukcji metod Adamsa:
rysunek nie jest wierny, jako ze pochodnej w punkcie x,, 1 nie oblicza sie
za pomocg prostej interpolacji/ekstrapolaci

. . T
metoda niejawna
metoda jawna

f

n+1 impl|

Af

n+1 expl

=y'(x,)

f(x,,)

Xn-2 Xn-1 Xn Xn+1
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Metody Adamsa-Bashfortha (jawne)

Yn+1
Yn+1
Yn+1
Yn+1
Yn+1

yn—l—l

= vy, + hf, + O(h?) (40a)
Yo+ 5 (36, — £, 1) + O (40b)
Yo+ 15 (23f, — 16f, | + 5f, 5) 4+ O(h%) (40c)
(40d)

Yn + Ay (55, — 59f, 1 +37f, 5 — 9f, 3] + O(h5)40d
Yo+ 755 (1901f, — 2774f, ;| +2616f, , — 1274f, ;

+ 251fn_4> + 0(h®) (40e)
Yo+ 1a40 (4277F, — 7923f,_; +2616f, , — 7298f, 3
+ 2877f,_4 — 475f,_5) + O(h") (40f)
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Metody Adamsa-Moultona (niejawne)

Yn41
Yn+1
Yn+1
Yn+1
Yn+1

Yn+1

=y, + hf,1 1+ O(h?) (412)
Yo+ 3 (fps +£.) +003) (41b)
y’fb_l_l_h2(5fn—|—1+8fn—fn_1>—I—O(h4) (410)
Yo+ ag (9F,41 + 19f, — 5f, 1 +£, o) 4+ O(h) (41d)

Yo+ 74 (251,41 + 646f, — 264f, | + 106f, 5 — 19f,_ 3]

+ O(n°) (41e)
Yo+ 1440 (475F,41 + 1427F, — 798f, | + 482f, ,
— 173f, 3+ 27f, 4) 4+ O(h") (41f)
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Podane wyzej metody sg wszystkimi sensownymi metodami wielokroko-
wymi o statym kroku, opartymi o interpolacje/ekstrapolacje wielomianowa.

Zgodnos¢ metod Adamsa jest oczywista.
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