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Zastosowanie metod Monte Carlo
w zagadnieniach optymalizacii

o \Wstep.
e Metoda ,,orzel—reszka”.

e Metody sekwencyjne.
> Algorytm podstawowy i jego zbiezno  ScC.

> Algorytm Chartamowa.
Inne metody.

Rozwigzywanie uklad 6w r dwnan liniowych metod g minimalizacji formy
kwadratowe.
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Wstep 2

Zagadnienie optymalizacji

Dany jest zbior X C R™ ifunkcja F' : X — R.

Niech z = (z!,2%,...,2™) € X.

» Zadanie: Znalez ¢ taki punkt

Topt € X : Veex F(x) > F(xopt) -

> Zagadnienie to rozni sie od zwyktego zagadnienia szukania minimum funkcji F' tym, ze
poszukiwania wartosci minimalnej ograniczone sg do zbioru X, co ma zasadnicze znaczenie

przy konstrukcji odpowiednich algorytmow obliczeniowych.

» Metody Monte Carlo szukania Zqpt:
e Metoda ,,orzet-reszka” — najprostsza, ale zarazem najmniej wydajna.
e Metody sekwencyjne — probabilistyczny odpowiednik metod kolejnych przyblizen.

e Inne metody: optymalizacja statystyczna, algorytmy genetyczne.
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Metoda ,,orzet—reszka” 3

Schemat oblicze n:

1. Losujemy niezaleznie N punktéw 1, Zo, ..., TN € X wedtug rozktadu P rownomiernego na

X (zaktadamy, ze jest to mozliwe).

2. Obliczamy wartos¢ funkcji ' w kazdym punkcie 1, s, ..., TN:

Py = F(x1), Fy=F(x), ..., Fy=7F(zn).

3. Znajdujemy: F* =min{Fy, Fs,..., Fx}

» Za rozwi gzanie przyjmujemy punkt: r;: F(x;)=F"

> Przeanalizujemy dokfadnoSc i wydajnoSc tego algorytmu.

Jezeli {:ck}, k=1,2,..., N —ciag niezaleznych zmiennych losowych o wartoSciach w zbiorze
X ijednakowym rozktadzie P, to ciag {Fr = F(xx)}, k =1,2,..., N, jest rowniez ciagiem

niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym rozkiadzie z pewna dystrybuanta:
G(f)=P{F; <[},
ktora moze by¢ wyrazona za pomoca rozktadu P:
G(f) = P{z; € F(f)}, gdzie F(f)={xeX: F(z)< f}.
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Metoda ,,orzet—reszka” 4

Ozn. g — gestost zmiennej losowej Fj, tzn. g(f) = dG(f)/df.
Niech

F* = min F; .
1<j<N

Dla zmiennej losowej G'(F™*) mamy:

P{G(F*) <y} =P{F* <G '(v)}, 0<~vy<1.

> Poniewaz F™ jest statystyka pozycyjna probki losowej Fy, F5, ..., Fy, to (patrz podreczniki
rachunku prawdopodobienstwa i statystyki matematycznej):

G~ ()
PIF* <G (y)} =N / 1— Ga)¥g(a)da

8l
:N/ 1—w)Ntdu=1-1-9".
0
» Na podstawie powyzszych wzorow otrzymujemy:

P{P{x e F(F)}<~}=1—-(1-7y)".
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Metoda ,,orzet—reszka” 5

Poniewaz P jest rozktadem rownomiernym na X, to

P{r e F(F")} = V*(x) <1

ozn.
moze by¢ interpretowane jako objetoS¢ (miara) zbioru takich punktow x, dla ktorych F(.CI:) < F'*.

» \Whniosek:

Jezeli F* = min;<j<n{F(z;)}, gdzie z;, j = 1,2,..., N, sa punktami wylosowanymi
wedtug rozktadu r 6wnomiernego na zbiorze X, to z prawdopodobie nAstwem 1 — (1 — fy)N

objeto$¢ zbioru tych x, dlakt 6rych F'(z) < F*, jest mniejsza of .

> Moéwimy, ze z prawdopodobienstwem 1 — (1 — ’y)N punkt ot zostat zlokalizowany z

doktadnosScia do zbioru o objetoSci mniejszej od 7.
= Im mniejsza ta objetoSc, tym lepsza lokalizacja xpt!

— W szczegoInosci dla F* = F(zopt) mamy V*(z) = 0.

e lle punktow x nalezy wylosowac, aby z prawdopodobienstwem co najmniej 1 — € punkt Zop¢
zostat zlokalizowany z doktadnoScia do zbioru o objetoSci mniejszej od y?

» Na podstawie powyzszego mamy:

Nyin =min{N:1—-(1-)¥>1—-¢}.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wykiad 12



Metoda ,,orzet—reszka” 6

Najmniejsze liczby N spetniaj ace nier bwno s¢: 1 — (1 — ’y)N >1—c€

! 0.9

0.5 1 4 5
0.1 7 22 29
0.05 14 45 59
0.01 69 230 299
0.001 693 2302 2995
0.0001 | 6932 23025 29956

> Przyktad: Niech X = [0,1]™ i FF: X — R,
lle trzeba wylosowac punktow, aby z prawdopodobienstwem 0.9 zlokalizowa¢ minimum tej funkcji
z doktadnoscig do potowy zakresu zmiennosci kazdego z argumentow?
eDlam=1. y=1/2 = N =4;
eDlam=2: y=1/4 = N =09;
eDlam=14: y=2"11 <107 = N > 23000.

» Metoda niewydajna w wielu wymiarach!
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Metody sekwencyjne 7

Ogolny schemat algorytm 6w sekwencyjnych:

1. Ustali¢ punkt poczatkowy 1 € X, np. wylosowac z pewnego rozktadu prawdopodobienstwa na
zbiorze X.

2. Jezeli juz wylosowano punkty x1,xo,...,I,, Sprawdzic czy spetnione sa okreSlone warunki
zwane regut g stopu (RS) .
e Jezeli TAK — zakohczy€ obliczenia i punkt x,, przyjac za rozwiazanie zadania.
e Jezeli NIE — wylosowac punkt x,,+1 wedtug rozktadu prawdopodobienstwa zaleznego od

tego, jakie punkty zostat juz wylosowane i od wartosci funkcji /' w tych punktach.

» Podstawowy algorytm sekwencyjny:

1. Ustalamy punkt poczatkowy 1.
2. Jezeli wyznaczyliSmy juz punkty x1, T2, ..., I, to losujemy pomocniczy punkt &,, wedtug

rozktadu P, i obliczamy:

LIn+1 =

T, jezeli F(xy, +&,) > F(
F

Tp) — €,
Tn + &, jezeli F(z, + &) (Tn) —

gdzie € jest pewng statg dodatnia.

€,

Zaktadamy, ze {fn} jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych oraz, ze x,, + &, € X.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wykiad 12



Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy 8

Stosujac powyzszy algorytm otrzymujemy ciag punktow {x,, } takich, ze:
F(x1) > F(x) > F(z3) > ... > F(xp) > F(xpy) > ... .

> Jezeli funkcja F' jest ograniczona od dotu, to cigg powyzszy jest zbiezny.

» Czy ciag {xn} jest rowniez zbiezny, a jezeli tak, to czy jego granica jest punkt Zopt ?

FA

—~—

| .’ 1 »
a=Xx X X b X
Przyktad funkcji posiadajacej minimum lokalne w punkcie .
> Przy odpowiednim wyborze rozktadow P,,, kazdy ciag zaczynajacy sie np. w punkcie 1 = &’
bedzie zbiezny do punktu x, w ktorym funkcja £’ ma minimum lokalne , a nie do punktu Topt

w ktorym funkcja ta osiaga minimum globalne na zbiorze X = |a, b]!
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Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy 9

Algorytmy dajace ciagi {ZIL‘n} zbiezne do ,pt, W ktorym funkcja £ osigga wartos¢ najmniejsza
nazywaja sie algorytmami globalnymi , natomiast algorytmy generujace ciagi {:cn} z ktorych
niektore sa zbiezne do xpt, a inne do jednego z minimow lokalnych funkcji F' zwane sag
algorytmami lokalnymi

> Jezeli w ciagu {x,, } pojawi sie punkt x’, dla ktdrego
F(2opt) < F(2') < F(2opt) + €,

to zgodnie w powyzszym algorytmem bedzie powtarzat sie w ciggu {:cn} nieskonczenie wiele
razy, tzn. dla takiego ciggu

lim x, = 2.
k— o0

— Oczywiscie, zmieniajac wartos¢ € mozemy dostawac rozne wartosci .
Niech:
A ={x: F(z) < F(zopt) + €} .

» Bedziemy mowic, ze ciag {xn} jest zbiezny do x,pt, jezeli jest on zbiezny do jakiegokolwiek
punktu zbioru A..
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Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy 10

® Twierdzenie Drimla—Han sa:

Jezeli funkcja F' jest ograniczona od dotu i jezeli

\V/xexl \V/5>0P{F(Q}—|—€n) SF(Qfopt)+5}>O,

to ciag {:En} z prawdopodobie hAstwem 1 osiagnie zbi 6r A..

> Teze powyzszego twierdzenia mozna tez sformutowac w nastepujacy sposob:

Ciag {x, } jest z prawdopodobie fstwem 1 zbiezny do zmiennej losowej T takiej, ze:

P{F(Z) < F(xopt) +€}=1.

» Problem praktyczny:
Zatozenie tw. Drimla—Hansa jest spetnione, gdy nosnikiem kazdego rozktadu P,, jest caty zbior
X (skonstruowanie innego rozktadu jest trudne w praktyce).
— Staba wydajnos¢ algorytmu, poniewaz za kazdym razem losujemy punkt z catego zbioru X!
> Lepsza wydajnoSc uzyskalibySmy losujac punkt x,,4+1 w bliskim otoczeniu najlepszego
z dotychczas wylosowanych punktow x,,, co jest rownowazne losowaniu &,, blisko zera

(w praktyce &,, losuje sie czesto z rozktadu rownomiernego na sferze o promieniu 7;,).
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Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy 11

e Twierdzenie Zieli nhskiego:

Jezeli dla kazdego punktu x € X \ A (izn. dla kazdego punkiu spoza zbioru  Ag)

spetniony jest warunek:
P{F(x+¢&,) < F(x)—€e} >0,

to ciag {azn} z prawdopodobie hstwem 1 osiagnie zbi 6r A..

» \Whnioski:
e Rozktady P,, nie moga byc zbyt ,,skupione” wokot zera.

e Jezelisa natyle ,,rozmyte”, ze dla kazdego punktu x istotnie roznego od xpt, (Izn. spoza zbioru

A,) istnieje dodatnie prawdopodbobiefnstwo wylosowania punktu z’ takiego, ze

F(z') < F(z) — €,

to warunek powyzszego twierdzenia jest spetniony i generowane przez opisany algorytm ciagi

{z,,} sa zbiezne do zpt (W sensie sformutowanym powyzej).
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Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy — efektywno

> Porobwnamy pod wzgledem efektywno Sci powyzszy sekwencyjny algorytm Monte Carlo

ze standardowa metoda gradientowa.

Metoda gradientowa:
Niech

dF;(x) = F(zt, 2%, ..., 27 ad + b, ™)
— F(zb 2?00 e 0 ™)

bedzie przyrostem funkcji F' przy zmianie jej 7-tej wspotrzednej z ) max? + h.

Ro6znicowy odpowiednik gradientu funkcji /' definiujemy jako:
dF (x) = 0 [dFi(x),dF5(x),...,dFy,(x) ],
gdzie wspotczynnik (3 ustalamy tak, aby wektor d F' () miat jednostkowa dtugosc.
» Schemat obliczen:
Jezeli wyznaczyliSmy juz punkty x1, 2, ..., Xy, to punkt x, 41 znajdujemy wedtug wzoru:
Tpi1 = Tp + dF(x,).

> Zatbzmy, ze w danym otoczeniu punktu x,, funkcja F' moze by¢ dostatecznie dobrze
aproksymowana pewna ptaszczyzna (dla prostoty rozwazan).

— Punkt Z,, 1 znajduje sie o jednostke blizej punktu Z,pt Niz punkt .
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Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy — efektywno
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» W wyniku wykonania jednego kroku w metodzie gradientowej uzyskujemy przesuniecie

w kierunku minimum funkcji /' o jedna jednostke.

> Jakie przesuniecie uzyskamy w sekwencyjnym algorytmie Monte Carlo?

Rozwazmy wariant tego algorytmu, w ktorym € = 0, a punkt &,, losujemy wedtug rozktadu

rownomiernego na sferze jednostkowej o Srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych.

» Punkt x,,+1 wyznaczamy wedtug wzoru:

Wiestaw Ptaczek

T jezeli F(x, +&,) > F(x,
Ty + &y, jezeli F(x, +&,) < F(x,

)
).

> Przesuniecie H,, w kierunku minimum funkcji F'
jest zmienna losowa:

coS @n, —T/2< ¢p < T/2,
y st —m2<oasn

> 0 oza tym,
grad F(x) ’ pozaty
czyli jest rzutem wektora &,, na kierunek gradientu

funkcji F', jezeli kat miedzy tymi wektorami jest

bezwzglednie mniejszy od 7 /2.
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Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy — efektywno

» Powtarzajgc losowanie (m -+ 1) razy otrzymamy cigg punktow:

Lny Tn+1y Ln42y -y Lntm
| odpowiadajgcy mu cigg przesuniec:

Hn7 Hn—i-la Hn—i—27 SRR Hn—l—m .

® Przesuni eciem jednostkowym w algorytmie stochastycznym nazwiemy wielkoSc¢:

H(m)=) Hpyy;.
=0

> Wymaga takiej samej liczby obliczefn wartosci funkciji /' jak przesuniecie jednostkowe

w metodzie gradientowe.

» Warto §€ oczekiwana tego przesuniecia wynosi:

/2

E[H(m)] = (m +1) E[H,] = (m + 1) / 089w ()

gdzie w,,, (@) jest gestoscia rozktadu kata ¢ w przestrzeni m-wymiarowe.

14
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Metody sekwencyjne: algorytm podstawowy — efektywno SC

» Poniewaz: . 9
Cyn sin 0,

to ostatecznie na warto ¢ oczekiwan g otrzymujemy wyrazenie:

E{H(m)] = (m+1)T(m)

()

> Podstawiajgc w powyzszym wzorze kolejne liczby naturalne otrzymujemy:

E[H(1)] = 1, E[H(2)] = 3/x, E[H(3)] = 1, E[H(4)] = 10/3r, E[H(5)] = 9/8, ...

A E[H(mM)]

/

pd

0O 1 2 3 4 5 m

= Warto §¢ oczekiwana przesuni ecia w kierunku minumim funkcji ~ F' w powyzszym
algorytmie stochastycznym jestdla  m > 3 wieksza niz przesuni ecie w metodzie

gradientowe)!
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Metody sekwencyjne: algorytm Chartamowa 16

> Prosty przyktad: Szukamy minimum funkcji F' na przedziale |a, b] uzywajac dwoch metod:

1. Losujemy punkty na przedziale [a, b] wedtug rozktadu rownomiernego o gestosci f7.

2. Losujemy punkty na przedziale |a, b] wedtug rozktadu o gestosci fo skupionego wokot

mniejszych wartosci funkcji F'.

FA | FAo

—

Xopt
> Intuicyjnie spodziewamy sie, ze losowanie wedtug rozktadu fo daje wieksze szanse trafienia
w poblize punktu xqpt, @ zatem metoda nr 2 powinna byC wydajniejsza.

» Formalnie wyraza sie to poprzez wartoSci oczekiwane:

b b
B - / Flz) fi)de > B = / F(z) fola) da
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Metody sekwencyjne: algorytm Chartamowa 17

Niech r bedzie malejaca funkcja odwzorowujaca zbior wartosci funkciji F' w przedziat (O, 1).

Schemat oblicze n:

1. Potozenie poczatkowe x1 czasteczki C' wybieramy dowolnie.

2. Jezeli w pewnej chwili n czgsteczka znajduje sie w punkcie x,,, to je] potozenie x,,41 W chwili
(n + 1) wybieramy w nastepujacy sposob:
e Z prawdopodobienstwem r(F'(x,,)) czasteczka pozostaje w punkcie T, tzn. Tp11 = Tn,.
e Z prawdopodobienstwem 1 — 7(F'(x,)) czasteczka przechodzi do nowej pozycji £, 11 W

zbiorze X, ktora losujemy wedtug pewnego rozktadu prawdopodobienstwa.

» Bardziej formalnie:

Jezeli w pewnej chwili czasteczka C' jest w punkcie x € X, to z prawdopodobienstwem

r(F(z)) +[1-7r(F(z))]Q(S), zes,
[1—7(F(2))]Q(S), reX\S

P(S|z) =

znajdzie sie w pewnym punkcie zbioru S.

() jest ustalonym rozktadem prawdopodobienstwa (np. rozktadem rownomiernym) na X.
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Metody sekwencyjne: algorytm Chartamowa 18

Niech 1, x2, ... bedzie ciagiem kolejnych potozen czasteczki C' w zbiorze X, a

fi(x), fa(x),... ciagiem rozktadow zmiennych losowych x1, x2, . . ..

» Ciag {z,, } jest zbiezny do 2, W tym sensie, ze ciag { f,, } jest zbiezny do pewnego rozktadu
granicznego | skupionego wokdt punktu Topt -

> Jezeli funkcja r zostanie tak dobrana, ze r(F'(Zopt)) = 1, to caly rozktad graniczny f skupiony

jest w punkcie Zopt.

Zatbzmy, ze mamy dwa algorytmy tego typu:

Niech f(l) — rozkiad graniczny ciagow rozktadow {fn} w algorytmie pierwszym,

a f(2) — rozktad graniczny w algorytmie drugim.

» Algorytm pierwszy uznamy za bardziej efektywny, jezeli:
| Fa) @iz < [ F@) O,
X X

Algorytm Chartamowa jest procedurg sekwencyjnego budowania rozktadu granicznego skupionego
wokot minimum funkcji ' w oparciu o losowe btgdzenie czasteczki C' po zbiorze X.

> Problemem moze by¢ odpowiedni wybor funkcji 7.
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Inne metody 19

e Optymalizacja statystyczna:
W niektorych zagadnieniach optymalizacyjnych wartoSc funkcji moze byc obliczona w kazdym
punkcie, ale formuta opisujgca funkcje jest nieznana.

Np. wartosci funkciji F' sa wartoSciami zaobserwowanymi empirycznie dla odpowiednio

dobranych parametrow produkcyjnych :1:1, :1:2, R AU

> Patrz np.: R. Zielinski, ,,Metody Monte Carlo”, WNT 1970.

e Algorytmy genetyczne - stanowia przypadek szczegolny stochastycznych algorytmow
optymalizacji globalnej.
Stosuja one mechanizmy adaptacji rozktadu prawdopodobienstwa w kolejnych krokach iteracji
zapozyczone z biologii — oparte na zjawiskach mutacji i krzyzowania kodow genetycznych oraz
selekcji naturalnej organizmow zywych. Ukierunkowujga one proces poszukiwania, czynigc go
bardziej efektywnym niz poszukiwanie catkowicie przypadkowe.
» Sprawdzaja sie w zastosowaniu do funkcji wielu zmiennych, skomplikowanych,
nieregularnych itd.
> Wiecej szczegotow np. w ksigzce:
R. Schaefer, ,,Podstawy genetycznej optymalizacji globalnej’, Wydawnictwo Uniwersytetu
Jagiellonskiego, Krakow 2002.
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Minimalizacja formy kwadratowe] 20

Zadanie rozwigzania uktadu rownan liniowych:
AZ=b, F beR" AecR"xR"

mozna traktowac jako zadanie znalezienia minimum funkcji 7 zmiennych (formy kwadratowej ):
2
n n
f(f):f(ivl,afg,...,llfn):y: S:aija:j—bi

i=1 \ j=1

» Najprostsza metoda Monte Carlo:

. Wybra¢ dowolnie punkt poczatkowy 7.
. Jezeli wyznaczone zostaty juz punkty 1), 72 .. #(F) o wylosowaé punkt gwedlfug

rozktadu rownomiernego na sferze o Srodku w punkcie 7k promieniu (k) ( (k) k—> 0).
— 00

. Wyznaczyc:

oy _ ) & oy f(O) < fE),
k), gdy f(€) > f(@W).

» Jezeli spetnione sa warunki tw. Drimla—HanSa lub tw. Zielifskiego, to tak skonstruowany ciag

punktow {2*)} jest z prawdopodobienstwem 1 zbiezny do rozwiazania 2.
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