Generatory liczb losowych
o dowolnych rozktadach

prawdopodobie nstwa

— Metody og 0Olne —

Metoda odwracania dystrybuanty.
e Metoda eliminacji.
e Metoda superpozycji rozktad Ow.
e Kombinacja metody superpozycji i metody eliminacii.
e Metoda AC.

e Algorytmy wielokanatowe (rozgat ezione)

= http://th-www.if.uj.edu.pl/"placzek/dydaktyka/MMC/
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Metoda odwracania dystrybuanty 2

Niech U — liczb losowa z rozktadu rownomiernego na (0, 1), tzn. U € U(0, 1),
a F' — funkcja ciagta i $cisle rosn aca oraz F'(—oo) =0 i F(400) = 1.

Wowczas zmienna losowa:

X = F-Y(U)

ma rozktad prawdopodobie nstwa o dystrybuancie F'.
Dowdd: PIX <z|=PF'U)<z]=PlU< F(z)]=F(z). X
» Whiosek:
Jezeli {U;},7=1,...,n, —ciag liczb losowych o rozktadzie U (0, 1), to
{X;,=FYU;)},i=1,...,n,—ciag liczb losowych o rozktadzie z dystrybuant g F'.
PrzvKtAD: Rozktad wyktadniczy E(0, 1):
gestosé prawdopodobienstwa: p(X) = e, X > 0,

= Dystrybuanta: F(z) = [ e *dX =1—e€"".
Niech R € 4(0,1): R=F(X)=1—-e* = X =—-In(1-R),

Jezeli R € U(0,1), to (1 —R) €eU(0,1) = ostatecznie: | X = —In R)|.
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Metoda odwracania dystrybuanty 3

= Cw. N8.1: W oparciu o metode odwracania dystrybuanty skonstruowac generatory liczb losowych

dla ponizszych rozktadow, nastepnie wykonac histogramy i porownac z doktadnymi rozktadami.

(a) Rozktad wyktadniczy (0, \) o gestosci prawdopodobienstwa:

1 X -0

pox(X) = Y eXp (_T> , X >0,

— Wsk. Skorzystat z generatora rozktadu F'(0, 1).

(b) Rozktad o gestosci prawdopodobienstwa:

na przedziale [a, b], gdzie: 0 < a < b < +00;

— Wsk. Najpierw wyznaczyt ¢ = c(a, b) z warunku normalizacji.

(c) Rozkiad Cauchy’ego (Breita—\Wignera) C(@, )\) 0 gestosci prawdopodobienstwa:
(X) A ! <X <+
= — — 00 00
PE.A T (X —0)2+ A2

— Wsk. Najpierw skonstruowac generator rozktadu C’(O, 1), a natepnie dokonac

odpowiedniej transformacji zmiennej.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 6



Metoda odwracania dystrybuanty — przypadek og  olny 4

Jezeli F' — dowolna funkcja niemalej aca, prawostronnie ciagta oraz F'(—oo) =0 i F(+00) =1

(czyli F' jest dystrybuantg pewnej zmiennej losowej), to zmienna losowa :
X =inf{x: U < F(z)}, gdzieU €U(0,1),

ma rozkiad o dystrybuancie F'.

Dowadd:
Udowodnimy, ze zdarzenie losowe { X < t} zachodzi <> zachodzi zdarzenie losowe {U < F'(t)}.
1° Niech X = t: z def. zmiennej losowej X jako infimum = V,en e, it <z <t 4+ 1/m

oraz U < F(x,). Dla m — oo mamy: t < x,, — t (z prawej strony) = U < F(t)

(bo dystrybuanta prawostronnie ciggta).
2°Niech X <t:dyciz. v<r@n:y <t = F(y) < F(t)orazU < F(y) = U < F(t).
3° NiechU < F(t),zatemt € {x: U < F(x)} = t>inf{zx: U < F(x)} = X. X
PrRzYKtAD: Rozkiad dyskretny:
PIX =kl =pp, k=0,1,...;

Jezeli R € U(0,1),t0 | X = min {k :
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Metoda odwracania dystrybuanty — przypadek og  olny 5

> Algorytm w C/C++:

| nt gener uj Rozkl adDyskr et ny(doubl e rn, doublex p) {

/| Generowani e rozkl adu dyskr et nego:

[/ P{X =k} =p[K], k =0,1,...

[/ rn - liczba | osowa z rozkladu rownom ernego na (0, 1).
Int k = 0;
doubl e suma = p[0];
while (suma < rn) suma += p[ ++K];
return k;

}

= Cw. N8.2: Korzystajac z ogolnej metody odwracania dystrybuanty wygenerowaé rozktad

dyskretny o gestoSci prawdopodobienstwa:

, s 1
k):pk:Asm(E [k—l—ﬂ), k=0,1,...,9.

gdzie A — stata normalizacyjna (do wyznaczenia).
Wykonac histogram generowanych liczb i poréwnac z rozktadem doktadnym (wykres).
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Metoda odwracania dystrybuanty — zalety/wady 6

Zalety:
Dokladna.

Prosta i szybka dla niektérych rozktadow.

Do wygenerowania zmiennej losowej o danym rozktadzie potrzebna jest tylko jedna liczba

losowa o rozktadzie U/(0, 1).

Wady:
Na og6t wymagane jest aby dystrybuanta byta znana i odwracalna analitycznie — stosunkowo
niewielka liczba funkcji!

W zasadzie, mozna korzystac¢ z numerycznego catkowania funkcji gestosci
prawdopodobiehstwa lub ze stabelaryzowanych wartosci dystrybuanty (histogram) i zamiast
analitycznie, numerycznie odwracac dystrybuante — ta metoda jest jednak zwykle znacznie

wolniejsza, mniej doktadna i bardziej narazona na niestablilnoSci numeryczne.

e Trudna do zastosowania dla rozktadow wielowymiarowych.

€ Dygresja: Numeryczne odwracanie dystrybuanty

» Szukanie miejsca zerowego X funkcjii Fy(X) = F(X) — U, gdzieU € U(0,1)
(np. metodami: siecznych, stycznych itd.) = Xq = F~1(U).
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Metoda eliminacji (J. von Neumann, 1951) 7

|. Wariant podstawowy

Niech X — zmienna losowa o gesto$ci prawdopodobienstwa f(x) na przedziale [a, b,
—00 < a <b<+oo oraz f(x) < ¢, Vociap, ¢ < +oo.

Schemat:

1. Generujemy punkt (Uy,Us): Uy € U(a,b), Uy € U(O, c).

2. JezeliUs < f(Up), to | X =Uy |

W przeciwnym razie pare (Ul, Ug) eliminujemy i wracamy do punktu 1.

= Zmienna losowa X ma rozklad o gestosci prawdopodobiehstwa f(x )

Dowod: P(X <t)=(b—a)c ftdul fcd“2@ ) — uz) fdulful X

a b—a

PRzYKtAD: Problem "Igty Buffona”.

» Gestosc prawdopodobienstwa:  f(x) = cosx, x € [0,Z], f(x) <1.
> Generujemy: Uy € U(0, 5), Uz € U(0,1),

<cosU;: X =1U;,
> cosU;y: odrzucamy (Uy, Us).

=> Otrzymujemy ciag liczb losowych X1, X5, ... wygenerowanych wg. rozktadu f(a:) — COS .
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Metoda eliminacji — przyktad 8

Przyktad metody eliminacji dla problemu ,,Igty Buffona”

y 1
0.9 0 0
L WYy

odrzucamy

0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 X

» Generujemy punkty (U1, Uz) z rozktadu rownomiernego na prostokacie (0, 5 ) x (0, 1):

> Punkty, ktore trafiaja ponizej krzywej y = f(x) akceptujemy .
> Punkty, ktore trafiajg powyzej tej krzywej odrzucamy (eliminujemy)
— Zaakceptowane punkty pokrywaja rownomiernie obszar pod krzywa.

= Zmienna losowa X ma rozktad o gestosci prawdopodobienstwa f( )

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 6



Metoda eliminacji — wiele wymiar ow 9

Wariant podstawowy — proste uog Olnienie

Niech X = (X1, Xo, ..., X,,) — m-wymiarowa zmienna losowa o gestosci f(x1, x2, . ..

na zbiorze 2 C R™ i f(x1,22,...,%m) < ¢ < +00.
Schemat:

1. Generujemy punkt (Uy,Us, ..., Uy,) € U(2) oraz U,,+1 € U(0, ).
2. Jezeli Upa1 < f(Ur, ..., Up) o | X = (Uy,....,Upn) |

W przeciwnym razie eliminujemy wylosowany punkt i wracamy do punktu 1.

= Zmienna losowa X ma rozktad o gestosci prawdopodobienstwa f(a:l, - ,azm).

» Jak wylosowac rozktad rownomierny na zbiorze {)?
> Najprosciej:
Znalezc taka kostke K™ : ) C K™ i generowac punkty rownomiernie wewnatrz tej kostki,

a nastepnie akceptowac tylko te, ktore € €.

= Cw. N8.3: Postugujac sie metoda eliminacji wygenerowat rozktad dany funkcja gestosci:

Yla,y) =cy/1— (a2 +y?), a®+y° <1,
gdzie ¢ — stata normalizacyjna (do wyznaczenia). Przy pomocy systemu ROOT wykonac

dwuwymiarowy histogram generowanych punktow i porownac z rozktadem doktadnym.
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Metoda eliminacji — wariant og 0Olny 10

Niech f (:13) — gestosc¢ prawdopodobienstwa, wedtug ktorej chcemy generowac punkty losowe
(x moze byC punktem wielowymiarowym).

Schemat:
1. Znajdujemy gestosS¢ prawdopodobienstwa g(a;) (tzw. gesto $¢ dominuj gca), dla ktorej

generowanie punktow jest tatwe i szybkie (w najprostszym przypadku g(:r;) — const) oraz

wyznaczamy statg ¢ > 0 tak, aby:

f(x)

flx) <cg(x), Vs, — optymalna warto$¢ statej: ¢ = sup ——= .
z 9(z)

2. Generujemy punkt X wedtug rozktadu g(x) oraz liczbe losowa: U €& Z/{(O, 1).

3. Jezeli cUg(X) < f(X), to akceptujemy X.
W przeciwnym razie odrzucamy przypadek i wracamy do kroku 2.

> Alternatywny sposob:

Punkt 3. Obliczamy: w(X) = % — waga przypadku; znajdujemy wage maksymalna: W, qz-

Jezeli w(X) > U Wyaz, to akceptujemy przypadek.
W przeciwnym razie odrzucamy przypadek i wracamy do kroku 2.
» Jezeli przypadki wazone sg akceptowalne (np. histogramy), to mozemy pomingc odrzucanie
(jak rowniez generowanie pomocniczej liczby losowej U) — w takim przypadku z kazdym

punktem losowym (przypadkiem) X bedzie stowarzyszona waga w(X )
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Metoda eliminacji — ograniczenia 11

e Zera funkcji g(x) sa niebezpieczne, jezeli w tych samych punktach f(x) # 0!

e Piki f(x) moga popsu¢ wydajno$¢ generaciji, jezeli nie sa dobrze aproksymowane przez g(x)!

III|III|III|III|III|III|III|III|II fe)

-08 -06 -04 -0.2 -0 0.2 04 06 08 1 -1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 -0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

o) ¢
= [T T 11

Zera funkcji g(x) Waskie piki funkciji f(x)

— niesko nczony ogon wagi! — duzy wspotczynnik odrzucania!
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Ogolna metoda eliminacji — przyktad 12

PrzvktAD: Dodatnia potowka rozktadu normalnego N (0, 1):

_2?
2

— €
T

— Waga maksymalna:

Wmax = w(1) =

= Cw. N8.4: Postugujac sie ogblng metoda eliminacji wygenerowac powyzszy rozkiad.
Wykonac histogramy dla przypadkow niewazonych oraz dla przypadkéw wazonych i porébwnac

je z rozktadem doktadnym.
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Metoda superpozycji rozktad ow (Butler, 1956) 13

Superpozycja ci agta

Niech X — zmienna losowa o gestosci prawdopodobienstwa f():

f(x) = / gy(2) h(y) dy,

gdzie: gy (x) — pewna gestoSc prawdopodobienstwa zalezna od parametru y;

h(y) — pewna gestos¢ prawdopodobienstwa.

Schemat generacii:

1. Wygenerowa¢ Y wedtug rozktadu o gestosci h(y).

2. Dla danej wartosci Y, wygenerowac X wedtug rozktadu o gestosci gy ().

Przvkead:  f(x) =n 1+OO y e "Wdy, x,y>0,n>1.

Wprowadzamy funkcje: g, (z) = ye™*¥ i h(y) = ny~ ("1,

1. Liczby losowe Y o rozktadzie h(y) mozna generowac metoda odwrocenia dystrybuanty:

Y =(1-U)"Y" gdzie U € U(0,1).

2. Liczby losowe X o rozktadzie g, (x) generujemy z rozktadu wyktadniczego E(0, é)
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Metoda superpozycji rozktad ow 14

Superpozycja dyskretna

f(CU) = sz'gz'(ﬂ?),

gdzie: p; — gestoS¢ pewnego rozktadu dyskretnego, tzn. p; > 0, 221 p; = 1;
gi(x) — gestosci pewnych rozktadow ciagtych.

Schemat generacii:

1. Wygenerowac liczbe 7 wedtug rozktadu o gestosci p;, np. metoda odwrbcenia dystrybuanty.
2. Dla danej wartosci ¢ wygenerowac X wedtug rozktadu o gestosci gi( )

» Metoda ta jest nazywana takze metod g rozgat ezienia lub metod g wielokanatow 3.

PrzvkeAD 1:  f(x)

)
5 4 _ 5 1
5(‘7:_1) , tzn. P1r =54 P2—5-

Uy, Us EU(O,l).
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Metoda superpozycji dyskretnej rozklad  ow 15

PrRzYKrAD 2. Rozktady o g esto Sciach wielomianowych

C; o
i+1

1=1

Schemat generacii:

1. Wygenerowac indeks ¢ € {1, 2,... ,n} wedtug rozktadu prawdopodobiehstwa p; = - '
2. Dla danej wartosci ¢ wygenerowac X wedtug rozktadu o gestosci (7, -+ 1)517i,

» Jak generowaé rozktady: (7 + 1)z¢, 0 <z <17
> Metoda odwrocenia dystrybuanty: X = U+ gdzie U € U,1).
> Za pomoca wzoru: X = max {Uy,Us,...,U;11 },gdzie Uy, Us, ..., U;1q1 € U(0,1)

— niezalezne zmienne losowe.

= Cw. N8.5: Postugujac sie metoda superpozycji rozktaddéw wygenerowaé podany w przyktadzie
rozktad ciggty dla kilku wartosci 1 oraz rozktad dyskretny z przyktadu 1. Wykonac histogramy

generowanych liczb.
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Kombinacja metody superpozycji | metody eliminacji (Butcher, 1960 ) 16

Niech X — zmienna losowa o gestosci prawdopodobienstwa:
©.@) @)
@)=Y pafal@), pn>0, Y pp=1,
n=1 1=n

gdzie: f, (m) — pewne zalezne od n gestosci prawdopodobiehstwa.

Dla kazdej f,, znajdujemy gesto$¢ dominujaca g, (x) oraz stata ¢,, > 0, taka ze:

Schemat generacii:

Wygenerowac liczbe n wedtug rozktadu prawdopodobienstwa P{n = z} = D;.

Dla danej wartosci n wygenerowac X wedtug rozktadu o gestosci g, ().

1.

2.

3. Wygenerowac liczbe losowa U € U(0, 1).

4. Jezeli ¢, Ug,(X) < f.(X), to zaakceptowa ¢ X.

W przeciwnym razie odrzuci ¢ X i wroci¢ do kroku 1.

> Alternatywny sposob:

Punkt 4. Obliczy¢ wy,(X) = g”g; — waga przypadku; znalez¢ wage maksymalna: w]*** .

Jezeli wy, (X) > U w]**", to zaakceptowa ¢ przypadek.

W przeciwnym razie odrzuci ¢ przypadek i wroci¢ do kroku 1.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 6



Kombinacja metody superpozycji z metod g eliminacji — przyktady 17

Uwaga: Tutaj potrzebujemy wage maksymalng dla kazdej gatezi n oddzielnie = liczba tych wag
jest rowna liczbie gatezi; ich wartoSci mozna oszacowac analitycznie badz numerycznie

(np. przez histogramowanie wag dla gatezi w probnym przebiegu generacji).

PrRzYK:AD 1. Rozklady o g esto Sciach wielomianowych

Niech gestos¢ prawdopodobiehstwa:

n

f(:r;):Zci:Ui, 0<x<1,

1=1

ale EIjE{l,...,n}: Cj < 0.

: . . o+ ]
Mozemy c; przedstawi€ w postaci: ¢; = ¢; —¢; :

» Funkcja:

jest gestoscig pewnego rozktadu prawdopodobiehstwa — spetnia role gesto Sci dominuj gcej

dla gestosci f(x).
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Kombinacja metody superpozycji z metod g eliminacji — przyktady 18

Schemat generacii:

1. Wygenerowa¢ X wedtug rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci g (jak w metodzie

dysktretnej superpozycji rozktadow).
. Wygenerowac U € U(0,1).

. Jezeli Ug(X) < f(X), to zaakceptowac przypadek.

W przeciwnym razie odrzucic przypadek i wrocic do kroku 1.

PrRzYKLAD 2: Dodatnia potowka rozktadu normalnego N (0, 1):

f(x) \/%6_%, xr>0.

Przedstawiamy te gestoS¢ w postaci:

f(x) = a1 g1(x) hi(x) + a2 g2(x) ha(x),
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Kombinacja metody superpozycji z metod g eliminacji — przyktady 19

hi(x) = e~z

» Zmienna losowa X generujemy:
(a) z prawdopodobienstwem a1 /(a1 + ai2) = 2/3 wedtug rozktadu o gestosci g1
i dokonujemy eliminacji wedtug funkcji b1, — tzn. akceptacjadla: hy(X) > U € U(0,1),
(b) z prawdopodobienstwem as /(1 + o) = 1/3 wedtug rozktadu o gestosci go
i dokonujemy eliminacji wedtug funkcji ho, — tzn. akceptacja dla: ho(X) > U € U(0, 1).

= Cw. 8.6: Wygenerowat powyzszy rozktad. Wykona¢ histogram generowanych liczb losowych

| porownac z rozkladem doktadnym.

» W praktycznych obliczeniach Monte Carlo zwykle stosuje si e kombinacje wielu metod

generowania rozkltad Ow liczb losowych (cz esto post epujac drog a kolejnych uproszcze n).
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Metoda AC (ang. acceptance—complement, Kronmal i Peterson, 1981) 20

Niech f = f1 + fo - gestos¢ zmiennejlosowej X oraz p = [ f1(z)dx.

— f1/p i fo/(1 —p) - gestosci pewnych rozktadow prawdopodobienstwa.

» Jezeli funkcje f1 i fo satak dobrane, ze tatwo mozemy wygenerowac:
e liczby losowe o rozktadzie z gestoscia f1 /p metoda eliminacji z gestoScia dominujaca g,
e liczby losowe o rozktadzie z gestoscia fo/(1 — p).

Schemat generacii:

. Wygenerowa¢ X wedtug rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci g.
. Wygenerowac U € U(0,1).

. Jezeli Ug(X) > f1(X), to wygenerowatc X wedtug rozktadu prawdopodobienstwa o
gestosci fo/(1 — p). —bo [[g(x) — fu(x)]dz =1 —p = [ fa(a) d.
4. Zwrocic X .
» Szczegolnie prosty i szybki, gdy fo = const.

> Np. funkcja f odcieta od zera, tzn. inf, f(x) > 0, wowczas mozna wzia¢: fo = inf, f(x).
> fo = cd(x — xg), tzn. rozktad dyskretny jednopunktowy (w kroku 3. bierzemy: X = x).
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Algorytmy wielokanatowe (rozgat ezione) 21

Metoda superpozycji: Kombinacja superpozycji i eliminacii:

f(x) =i, pigi(2) f(z) =i pi fi(z)

r g ection loop

% (X)

W > Unw™

e YES

fi(X)y = fz(X) k()

f(x)
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