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Odwracanie macierzy
oraz
rozwi gazywanie
rownan rozniczkowych cz agstkowych
metodami bt adzenia przypadkowego

e Odwracanie macierzy.
> Metoda podstawowa.

> Metoda dualna.

e ROwnaniar 6zniczkowe cz gstkowe.
> Wprowadzenie.
> RoOwnanie Laplace’a — zagadnienie Dirichleta.

> RoOwnania paraboliczne.
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Odwracanie macierzy 2

e Metody rozwigzywania uktadow rownan liniowych mozna zastosowac do odwracania macierzy.

» Kolejne kolumny macierzy odwrotnej mozna znalez¢ rozwiazujac kolejno uktady rownan:

Axr =¢;, 1=1,2,...,n,
gdzie €; jest ¢-tym wersorem.
€| Dygresja: Metoda von Neumanna-Ulama zostata poczatkowo opublikowana jako metoda

odwracania macierzy.

» W celu odwrocenia macierzy A, dobieramy macierz pomocniczag M tak, aby macierz:

H=1-MA,

spetniata warunek normalizacji:

|H|| = max Z]hij\ <1,
71=1

1<i<n 4

gdzie I — macierz jednostkowa.

> Nastepnie macierz (1\/IA)_1 rozwijamy w szereg:
MA) '=0I-H)'=1+H+H*+...+H + ...

» Macierz odwrotnag A1 otrzymujemy ze wzoru:

At =A""M'M=MA)"'M.
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Odwracanie macierzy — metoda podstawowa 3

> Dla (4, j )-ego elementu macierzy (MA)_l mamy:

( ) — 513 + hz] + Z h’wl th »J + Z Z hl’bl h’tl’tz 127 + .

’1,1— ’Ll—l ’LQ—

D IS S TR I TSR

’I,1—1 'L2— ’Lk 1
gdzie (5,L-j — delta Kroneckera.

Schemat:
Wybieramy (dowolnie) macierz przejs¢ P = (p;;) o nastepujacych wiasnosciach:

pij = 0, pij =0 gdy h;; =0, pi():]._zpij > 0.
J=1
» Konstruujemy btadzenie przypadkowe punktu X po zbiorze indeksow {O, 1,... ,n}:

1. W chwili poczatkowej (¢t = 0) punkt X umieszczamy w stanie 7g = 1.

2. Jezeli w chwili ¢ punkt X znajduje sie w stanie ; (i; 7 0), to w chwili (¢ + 1) znajdzie sie w
stanie 7;41 z prawdopodobienstwem Digyig i1 -

3. Bladzenie zostaje zakonczone , gdy punkt X znajdzie sie w stanie 0.
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Odwracanie macierzy — metoda podstawowa 4

4. Zaobserwowanej trajektorii v = (ig = ©,%1,--.,%k,0) punktu X przypisujemy wartosc¢:
hm’l h"il’ig - hik—ﬂk 5ikj
Piiy Piqvig -+ -+ » Pig_q1ir, Piy0

X(v) = (3)

Kroki 1-4 powtarzamy [V razy.
» Srednia arytmetyczna zaobserwowanych wartosci X (%) jest estymatorem nieobcigzonym
elementu (MA)~1,;.

Dowod:
Poniewaz prawdopodobienstwo zaobserwowania trajektorii 7y, wynosi:
P(%) = DPiiq Piyig -+ - Pir_14 Pir0
wiec podobnie jak dla uogolnionej metody podstawowej von Neumanna—Ulama dla rozwiazywania

uktadow réwnan liniowych dowodzi sie, ze:

E{X(w)}=MA)Y;. K

» Innym estymatorem nieobcigzonym elementu (MA)_lij jest estymator Wasowa
k

X>I< /}/k; — 1 162
( ) Z PiiiPivig ++ Pipp—1im

m=0
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Odwracanie macierzy — metoda dualna 5

Na zbiorze indeksow {0, 1, ..., n} okreslamy (dowolnie) rozktad prawdopodobienstwa:

q1,q2, - qn,tzn. ¢; > 0,0 =1,2,... ,n oraz > ;" , ¢ = 1.
Ustalamy (dowolnie) macierz P prawdopodobienstw przejs¢ w procesie btgdzenia
przypadkowego punktu X — jak w metodzie podstawowe;.
. Stan poczatkowy 7 wedrujacego punktu X losujemy wedtug rozktadu g;: 77{2'0 = z} = q;.
. Jezeli w chwili t punkt X znajduje sie w stanie ; (z’t =~ O), to z prawdopodobienstwem Diy,iein
w chwili (£ 4+ 1) znajdzie sie w stanie ;1.
. Btadzenie konczy sie z chwilg osiggniecia przez punkt X stanu 0.
. Trajektorii v = (¢, %1, .-.,%%,0), ¢; # 0dla0 < 5 < k, przypisujemy macierz:
Piiio i h; 1

Y(’)/) _ 1120 "Yi2ty ¢ ¢ Mg, €, i € R™ % Rn)
Pigiy Pivio - - - Pig_1ix  Qip Pir0
gdzie ej; — macierz, ktorej (¢, j)-ty element = 1, a pozostate = 0.
Kroki 1-4 powtarzamy N razy.

» Srednia arytmetyczna zaobserwowanych macierzy Y(v) jest estymatorem nieobcigzonym

macierzy odwrotnej (IMA)~

[> Estymator Wasowa:

k
hz . h )
120 1221 ccr " lmytm—1
E L €i.i, € R"™ x R" ,

0 q pZozl p?,l?,g ° 'pim_lim

m=
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Rownania r 6zniczkowe cz astkowe — wprowadzenie 6

» PRZYKLAD:

Rozwazmy btgdzenie przypadkowe czasteczki X po osi liczb rzeczywistych:
e W chwili ¢ = 0 czasteczka znajduje sie w poczatku uktadu wspotrzednych, tzn. w punkcie
xr = 0.
e Jezeli w chwili t czasteczka znajduje sie w punkcie x, to w chwili (£ 4 1) znajdzie sie w punkcie

(x 4 1) z prawdopodobienstwem p (dane) lub w punkcie (x — 1) z prawdopodobienstwem

q=1—np.
® Poszczegolne ruchy czasteczki sa niezalezne.
> Zadanie: Opisac ruch czasteczki, tzn. znalez¢ funkcje, ktora podaje jej potozenie w dowolne;

chwili czasu t > 0.
Czasteczka wykonuje ruchy przypadkowe — zagadnienie probabilistyczne:
Ozn. v(m, t) — prawdopodobienstwo, ze w chwili czasu t czasteczka X znajdzie sie w punkcie .
Dla funkcji v(x, t) otrzymujemy nastepujace rownanie:
v(z,t+1) =pv(x —1,t) +qu(x+ 1,1),
z warunkami poczatkowymi:
v(0,0) =1, v(x,0) =0 dla = # 0.

= Funkcja v(x, t) jest w petni okre$lona dla wszystkich x oraz t.

Np. dla ¢ = 1mamy:  wv(x,1) =pv(x —1,0) + quv(z + 1,0).
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Rownania r 6zniczkowe cz astkowe — wprowadzenie 7

Niech czasteczka wykonuje kroki o diugosci Ax w chwilach kAt, Kk =1,2,.. .
v(x,t+ At) =pv(x — Az, t) + qu(z + Ax,t).
Rozwijajac funkcje U(x, t) w szereg Taylora do wyrazow liniowych w At i kwadratowych w Ax

otrzymujemy:
ov(x,t)
ot

ov(x,t) 1 0%v(w,t)
ox AZEJFQP Ox? (Az)®

ov(x,t) 1 0%v(x,t)
Oz AQH—?] 0x?

v(z,t) + At =pu(z,t) —p

+qu(z,t) +4 (Az)?,
skad mamy:
ov(x,t) 1 0%v(z,

ov(z,t) .,
At=—p -9 —5— Ox Az + 2 92

ot

Dzielgc obie strony rownania przez At i przechodzac do granicy At — 0, tak aby:

Az (Az)?

) =2 59 . 2D
(p Q)Atﬂc A 7

otrzymujemy rownanie Fokkera—Plancka dla dyfuzji z pragdem:

Ov(z,t) _ o, ov(x,t) D 0%v(x,t)

ot Oz ox?
gdzie D jest wspotczynnikiem dyfuzji, a ¢ predkoscia pradu (dla ¢ = 0 btadzenie jest symetryczne).

) (Az)?.
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Rownanie Laplace’a — zagadnienie Dirichleta 8

> Przedstawiony przykiad sugeruje sposob rozwigzywania rownan rozniczkowych czastkowych
(przynajmniej pewnej klasy) metodami btgdzenia przypadkowego (tanhcuchow Markowa).

» Teraz rozwazymy pewne klasy rownan roczniczkowych i sprobujemy sformutowac dla nich
problemy probabilistyczne w postaci tahcuchow Markowa (btadzenia przypadkowego), ktorych

rozwigzania sg identyczne z rozwigzaniami tych rownan.

Rownanie Laplace’a

0%y N 0w N N 0%u
922

— =0  Ta,...,x5) € D C RF, 5

Funkcja u(:cl, To, ... ,a:k) spetniajagca to rownianie nazywa sie funkcj g harmoniczn a (jest ciggta
wraz z pierwsza i druga pochodna). Jezeli znane sg wartosci funkcji harmonicznej na brzegu F(D)

obszaru D, to sg okre$lone we wszystkich punktach wewnetrz tego obszaru.

e Zagadnienie Dirichleta:
Znalez¢ wartoSci funkcji harmonicznej u(a:l, To, ... ,xk) wewnatrz obszaru D, jezeli na brzegu

['(D) tego obszaru przyjmuje ona warto$ci dane pewna funkcja f:
u(xl,CCQ,...,xk):f(xl,.flfg,...,xk), ($1,$2,...,$k)€P(D). (6)

> Dalej bedziemy rozwazac przypadek k = 2, ktory tatwo jest uogolni¢ na dowolne k.
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Rownanie Laplace’a — zagadnienie Dirichleta 9

» Bedziemy rozwazac zagadnienie Dirichleta w formie

dyskretnej:

® Obszar D pokrywamy sigtka o kwadratowych

oczkach o dtugosci h.

® Pewne punkty traktujemy jako punkty wewn etrzne

(zaznaczone na rysunku kétkami ) —ich zbior ozna-

czamy przez D*.

® Inne punkty traktujemy jako punkty brzegowe (za-

znaczone na rysunku gwiazdkami ) — ich zbior

oznaczamy przez I'(D*).

> Drugie pochodne funkcji 4 zamieniamy na przyrosty:

u(x+hi)b—u(37) _ u(w)—z(ﬂ?—h) w(z + h) — 2u(x) +u(x — h)

h h?
i wybieramy jednostki tak, ze h = 1.
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Rownanie Laplace’a — zagadnienie Dirichleta 10

—> Zagadnienie Dirichleta w formie dyskretne;:

Znalez¢ funkcje u™, ktora spetnia rownanie réznicowe:

1
u*(z,y) = : lu(z -1y +u(z+1,y) +u(z,y— 1) +u*(z,y+1)] (@
)

w punktach (ZL’, y) € D* przy warunkach:

w(z,y) = f(zy), (z,y) e (D7),
gdzie f* jest dyskretnym odpowiednikiem funkcji f.
» Rozwazmy btadzenie przypadkowe czasteczki X po siatce D* U I'(D*):

e W chwili ¢ = 0 czasteczka X znajduje sie w pewnym punkcie poczatkowym (£,n) € D*.

e Jezeli w chwili t czasteczka znajduje sie w punkcie (x, ), to w chwili (¢ + 1) znajdzie sie z
jednakowym prawdopodobienstwem w jednym z czterech sasiednich punktow: (:U — 1, y)
(x+1,y), (x,y — 1) lub (z,y + 1).

e Jezeli czasteczka X w pewnej chwili znajdzie sie na brzegu I'(D*), to konczy swoj ruch.

e Kazdej trajektorii czasteczki X startujacej z punktu (.f ; 77) przypisujemy wartoS¢ zmiennej
losowej: v(&,m) = f*(x,y), gdzie (x,y) € T'(D*).
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Rownanie Laplace’a — zagadnienie Dirichleta 11

Niech: p¢ ,(x,y) — prawdopodobiefistwo tego, ze czasteczka X startujaca z punktu (£, n)
skohczy swoje btadzenie w punkcie (z, y).
> Mozliwo &ci:
1. Punkt (§,m) € I'(D*), tzn. jest punktem brzegowym — wowczas:
1, (z,y) = (&n),
(z,y) # (&)

2. Punkt (f, 77) € D™, tzn. jest punktem wewn etrznym — wowczas:
1

pf,’n(xa y) —

dlatego ze czgsteczka startujgca z tego punktu moze dojSc do punktu (x, y) tylko przez jeden z
sasiednich punktow punktow: (z — 1,v), (z 4+ 1,¥), (z,y — 1) lub (x,y + 1), ktdrych
wybor jest jednakowo prawdopodobny.

» Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej v(&, 1) jest dana przez:
= Y penlzy) fH(2,y),
(x,y)€l™*
gdzie sumowanie przebiega po wszystkich punktach brzegowych.
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Rownanie Laplace’a — zagadnienie Dirichleta 12

Mnozac réwnanie (10) przez f*(ac, y) | sumujac po wszystkich punktach brzegowych (aﬁ, y):

1

E€n) =7 [E€-1Ln)+EE+Ln)+EEn-1)+EEn+1)]. @2

Natomiast podstawiajgc wyrazenie (9) do wzoru (11) otrzymujemy:

E(&n) = f"(&n), (&n) el(DY). (13)

> Zatem wartoS¢ oczekiwana spetnia identyczne rownania co funkcja u* (:1:, y)

» Z jednoznacznoSci rozwigzania zagadnienia Dirichleta dla rownania Laplace’a wynika, ze:
E(r,y) =u"(z,y).

Schemat szacowania u*(x,y), (z,y) € D*:

1. Czasteczke X umieszczamy w punkcie (,y).

2. Obserwujemy bfadzenie tej czasteczki do momentu, w ktdrym osiggnie ona brzeg F(D*).
3. Obliczamy warto$¢ funkcji f* w punkcie brzegowym, do ktérego czasteczka X dotarta.
Kroki 1-3 powtarzamy [V razy.
— Oszacowaniem wartoSci funkcji «™ w punkcie (x, y) jest Srednia arytmetyczna
zaobserwowanych wartosci funkcji f*.
> Mozna pokazac, ze oczekiwany czas btadzenia da sie oszacowac z gory przez wielkosc

niezalezna od liczby zmiennych — wazne dla wielu wymiarow!
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Przyktad dla zagadnienie Dirichleta 13

Funkcja u(aﬁ, y) spehia rébwnanie Laplace’a na kwadracie 0 < x, y < 4 z warunkami brzegowymi:
u(z,0) =0, uwld,y) =y, ulx,4)=z, u(0,y)=0. (14)
» Znalez¢ warto$¢ tej funkcji w punkcie (2, 2).
— Rozwiazanie doktadne: u(x,y) = zy/4, tzn. u(2,2) = 1.

Rozwi gzanie metod g btadzenia przypadkowego:

e Zamieniamy zagadnienie ciggte na zagadnienie

dyskretne budujgc siatke kwadratowa o oczkach

dtugosci h = 1.

e Obserwujemy wszystkie trajektorie rozpoczynajgce

sie w punkcie (2, 2) i konczace sie na brzegu

kwadratu, przypisujac im odpowiednie wartosci

brzegowe funkcji u dane wzorami (14).

> Przyktadowe rozwigzanie dla 20 trajektorii:

w(2,2) = 1.0+ 0.3351 . d« E'i. ’i

= Cw. N11.1: Rozwiaza¢ powyzszy problem metoda btadzenia przypadkowego.

Wiestaw Ptaczek Metody Monte Carlo — Wyktad 9



Rownania paraboliczne — wprowadzenie 14

Zagadnienie:

Znalez¢ taka funkcje w(x1, g, . . . , Tk, t), ktora wewnatrz obszaru D C R¥ spetnia rownanie

paraboliczne:

(15)
z warunkami brzegowymi:
u(ry, o, ..., Tk, t) = g(T1,Ta, ..., Tk, 1),

oraz warunkami poczatkowymi:

u(xy, T2, . .., 2k, 0) = h(x1, 20, ..., 2k) , (x1,2,...,2) € D.

> W ogoOlniejszym przypadku warunki te moga zawierac rowniez pochodne funkcji u.

» Podamy metode rozwigzywania tych rownan w oparciu o btgdzenie przypadkowe.
e Najpierw rozwazymy przypadek jednowymiarowy.

e Nastepnie podamy uogolnienie na dowolng liczbe wymiarow.
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Rownania paraboliczne — przypadek jednowymiarowy 15

Znalez¢ taka funkcje u(:z:, t), ktora spetnia rownanie roézniczkowe:

przy warunkach brzegowych:

u(Ovt) — fl( ) 3
oraz warunkach poczatkowych:

u(x,0) = g(x).

Zagadnienie to moze byc traktowane jako zadanie poszukiwania temperatury u(x, t) preta
jednorodnego w chwili £ w punkcie odlegtym o x jednostek od poczatku preta, jezeli wiadomo, ze
rozktad poczatkowy temperatury jest okreSlony przez funkcje g(:L') za$ zmiana temperatury na
kohcach x = 0 oraz x = a dana jest funkcjami f1(t) oraz fo(t).

» Dyskretyzujemy powyzszy problem przyjmujac:

x=kh, gdzieh:g, k=1,...,n; t=310l, 7=0,1,2,..., [ —stata.
n

= RoOwnanie roznicowe;

u(x 4+ h,t —1) — 2u(x,t =) +u(x — h,t —1) _Cu(:c,t) —u(z,t —1)

h? [
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Rownania paraboliczne — przypadek jednowymiarowy 16

> Kroki h i [ dobieramy tak, aby: ch? =21.

» \Wowczas otrzymujemy rownanie:

1 1
u(x, t) = 5u(x—|—h,t—l)—|—§u(:c—h,t—l).

— Wartos¢ funkcji ©w w punkcie x w chwili ¢ moze byC oszacowana jako Srednia arytmetyczna tej

funkcji w punktach £ + A i * — h w chwili poprzednie;.

Schemat szacowania warto $ci funkcji © w chwili 7 w ustalonym punkcie &:

1. Czasteczke X umieszczamy w punkcie £ i przypisujemy jej wage 7 rowng wspotrzednej
czasowej tego punktu.

2. Jezeli w pewnej chwili czgsteczka X znajduje sie w punkcie x i jej wspotrzedna czasowa (waga)

jest rowna t, to w nastepnej chwili znajdzie sie z prawdopodobienstwem % w punkcie £ + h lub

1
2
3. Czasteczka X konhczy swoje btadzenie w jednej z dwbch sytuacii:

z prawdopodobienstwem = w punkcie x — h; nowa waga czasteczki bedzie rowna t — [.

e W pewnej chwili osiggnie punkt x = O lub x = a — takiej trajektorii przypisujemy wartosci
odpowiednio f1(t) lub f5(t), gdzie t jest aktualna waga czasteczki.

e \Wspoéirzedna czasowa (waga) czgsteczki stanie sie rowna zeru — takiej trajektorii
przypisujemy wartos¢ g(x ), gdzie x jest aktualna wspotrzedna przestrzenna czasteczki.
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Rownania paraboliczne — przypadek jednowymiarowy 17

Kroki 1-3 powtarzamy N razy.
— Oszacowaniem wartosci funkcji « w punkcie & w chwili 7 jest Srednia arytmetyczna

zaobserwowanych wartoSci przypisanych trajektoriom.

Uwaga:
Zagadnienie jednowymiarowe moze byc¢ rozpatrywane jako zagadnienie dwuwymiarowe w

przestrzeni punktow (:13, t) na niegraniczonym (w kierunku zmiennej t) obszarze. Brzeg tego

obszaru bedzie osiggany po co najwyzej T / [ krokach.

A

t
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Rownania paraboliczne — przypadek wielowymiarowy 18

Uogolnienie na & wymiar 6w:

» Dobierajgc wielkosci & oraz [ tak, aby:

otrzymujemy:

u(xy1, T, ... Tg,t) =

1
% ’U,(.Tl‘|—h7w27---7wk7t_l)+u(w1 _h7m27'°°7wk7t_l)—|_

+ u(x1, 2, ..., 2 + h,t = 1) +u(xy,x0,..., 2 — h,t —=1) | .

> Problem k-wymiarowy mozemy rozwigzat¢ metoda btadzenia przypadkowego w nieograniczonym
obszarze ,,czasoprzestrzeni” (k + 1)-wymiarowej punktow (1, 2, . .., Tk, t).
> Postepujemy analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym, z tym ze teraz

1

prawdopodobienstwo przejscia do jednego z sgsiednich 2k punktow wynosi 5% -

= Cw. N11.2: Zaimplementowact algorytm rozwiazywania jednowymiarowego rownania
parabolicznego metoda btadzenia przypadkowego i wykonac obliczenia dla wybranych

warunkow brzegowych i poczatkowych oraz statych h i {.
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