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Odwracanie macierzy
oraz

rozwi a֒zywanie
równa ń r óżniczkowych cz a֒stkowych
metodami bł a֒dzenia przypadkowego
• Odwracanie macierzy.

⊲ Metoda podstawowa.

⊲ Metoda dualna.

• Równania r óżniczkowe cz a֒stkowe.
⊲ Wprowadzenie.

⊲ Równanie Laplace’a – zagadnienie Dirichleta.

⊲ Równania paraboliczne.
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Odwracanie macierzy 2

• Metody rozwia֒zywania układów równań liniowych można zastosować do odwracania macierzy.

◮ Kolejne kolumny macierzy odwrotnej można znaleźć rozwia֒zuja֒c kolejno układy równań:

A~x = êi, i = 1, 2, . . . , n,

gdzie êi jest i-tym wersorem.

¶ Dygresja: Metoda von Neumanna–Ulama została pocza֒tkowo opublikowana jako metoda

odwracania macierzy.

◮ W celu odwrócenia macierzy A, dobieramy macierz pomocnicza֒ M tak, aby macierz:

H = I − MA ,

spełniała warunek normalizacji:

‖H‖ ≡ max
1≤i≤n

n
∑

j=1

|hij | < 1 ,

gdzie I – macierz jednostkowa.

⊲ Naste֒pnie macierz (MA)−1 rozwijamy w szereg:

(MA)−1 = (I − H)−1 = I + H + H
2 + . . . + H

k + . . . (1)

◮ Macierz odwrotna֒ A
−1 otrzymujemy ze wzoru:

A
−1 = A

−1
M

−1
M = (MA)−1

M .
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Odwracanie macierzy – metoda podstawowa 3

⊲ Dla (i, j)-ego elementu macierzy (MA)−1 mamy:

(MA)−1
ij = δij + hij +

n
∑

i1=1

hii1hi1,j +

n
∑

i1=1

n
∑

i2=1

hii1hi1i2 hi2j + . . .

+

n
∑

i1=1

n
∑

i2=1

. . .

n
∑

ik=1

hii1hi1i2 . . . hik−1ik
hikj + . . . ,

(2)

gdzie δij – delta Kroneckera.

Schemat:
Wybieramy (dowolnie) macierz przejść P = (pij) o naste֒puja֒cych własnościach:

pij ≥ 0, pij = 0 gdy hij = 0, pi0 = 1 −

n
∑

j=1

pij > 0 .

◮ Konstruujemy bła֒dzenie przypadkowe punktu X po zbiorze indeksów {0, 1, . . . , n}:

1. W chwili pocza֒tkowej (t = 0) punkt X umieszczamy w stanie i0 = i.

2. Jeżeli w chwili t punkt X znajduje sie֒ w stanie it (it 6= 0), to w chwili (t + 1) znajdzie sie֒ w

stanie it+1 z prawdopodobieństwem pit,it+1
.

3. Bła֒dzenie zostaje zakończone , gdy punkt X znajdzie sie֒ w stanie 0.
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Odwracanie macierzy – metoda podstawowa 4

4. Zaobserwowanej trajektorii γk = (i0 = i, i1, . . . , ik, 0) punktu X przypisujemy wartość:

X(γk) =
hii1hi1i2 . . . hik−1ik

pii1pi1i2 . . . pik−1ik

δikj

pik0
. (3)

Kroki 1–4 powtarzamy N razy.

◮ Średnia arytmetyczna zaobserwowanych wartości X(γk) jest estymatorem nieobcia֒żonym

elementu (MA)−1
ij .

Dowód:

Ponieważ prawdopodobieństwo zaobserwowania trajektorii γk wynosi:

P (γk) = pii1 pi1i2 . . . pik−1ik
pik0 ,

wie֒c podobnie jak dla uogólnionej metody podstawowej von Neumanna–Ulama dla rozwia֒zywania

układów równań liniowych dowodzi sie֒, że:

E{X(γk)} = (MA)−1
ij . ⊠

◮ Innym estymatorem nieobcia֒żonym elementu (MA)−1
ij jest estymator Wasowa :

X∗(γk) =

k
∑

m=0

hii1hi1i2 . . . him−1mk

pii1pi1i2 . . . pim−1im

δimj . (4)
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Odwracanie macierzy – metoda dualna 5

• Na zbiorze indeksów {0, 1, . . . , n} określamy (dowolnie) rozkład prawdopodobieństwa:

q1, q2, . . . , qn, tzn. qi > 0, i = 1, 2, . . . , n oraz
∑n

i=1 qi = 1.

• Ustalamy (dowolnie) macierz P prawdopodobieństw przejść w procesie bła֒dzenia

przypadkowego punktu X – jak w metodzie podstawowej.

1. Stan pocza֒tkowy i0 we֒druja֒cego punktu X losujemy według rozkładu qi: P{i0 = i} = qi.

2. Jeżeli w chwili t punkt X znajduje sie֒ w stanie it (it 6= 0), to z prawdopodobieństwem pit,it+1

w chwili (t + 1) znajdzie sie֒ w stanie it+1.

3. Bła֒dzenie kończy sie֒ z chwila֒ osia֒gnie֒cia przez punkt X stanu 0.

4. Trajektorii γ = (i0, i1, . . . , ik, 0), ij 6= 0 dla 0 ≤ j ≤ k, przypisujemy macierz:

Y(γ) =
hi1i0 hi2i1 . . . hik,ik−1

pi0i1 pi1i2 . . . pik−1ik

1

qi0 pik0
eiki0 ∈ R

n × R
n ,

gdzie eij – macierz, której (i, j)-ty element = 1, a pozostałe = 0.

Kroki 1–4 powtarzamy N razy.

◮ Średnia arytmetyczna zaobserwowanych macierzy Y(γ) jest estymatorem nieobcia֒żonym

macierzy odwrotnej (MA)−1.

⊲ Estymator Wasowa:

Y
∗(γ) =

k
∑

m=0

hi1i0 hi2i1 . . . him,im−1

qi0 pi0i1 pi1i2 . . . pim−1im

eimi0 ∈ R
n × R

n ,
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Równania r óżniczkowe cz a֒stkowe – wprowadzenie 6

◮ PRZYKŁAD:

Rozważmy bła֒dzenie przypadkowe cza֒steczki X po osi liczb rzeczywistych:

• W chwili t = 0 cza֒steczka znajduje sie֒ w pocza֒tku układu współrze֒dnych, tzn. w punkcie

x = 0.

• Jeżeli w chwili t cza֒steczka znajduje sie֒ w punkcie x, to w chwili (t + 1) znajdzie sie֒ w punkcie

(x + 1) z prawdopodobieństwem p (dane) lub w punkcie (x − 1) z prawdopodobieństwem

q = 1 − p.

• Poszczególne ruchy cza֒steczki sa֒ niezależne.

⊲ Zadanie: Opisać ruch cza֒steczki, tzn. znaleźć funkcje֒, która podaje jej położenie w dowolnej

chwili czasu t > 0.

Cza֒steczka wykonuje ruchy przypadkowe → zagadnienie probabilistyczne:

Ozn. v(x, t) – prawdopodobieństwo, że w chwili czasu t cza֒steczka X znajdzie sie֒ w punkcie x.

Dla funkcji v(x, t) otrzymujemy naste֒puja֒ce równanie:

v(x, t + 1) = p v(x − 1, t) + q v(x + 1, t) ,

z warunkami pocza֒tkowymi:
v(0, 0) = 1, v(x, 0) = 0 dla x 6= 0.

⇒ Funkcja v(x, t) jest w pełni określona dla wszystkich x oraz t.

Np. dla t = 1 mamy: v(x, 1) = p v(x − 1, 0) + q v(x + 1, 0) .
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Równania r óżniczkowe cz a֒stkowe – wprowadzenie 7

Niech cza֒steczka wykonuje kroki o długości ∆x w chwilach k∆t, k = 1, 2, . . .:

v(x, t + ∆t) = p v(x − ∆x, t) + q v(x + ∆x, t) .

Rozwijaja֒c funkcje֒ v(x, t) w szereg Taylora do wyrazów liniowych w ∆t i kwadratowych w ∆x

otrzymujemy:

v(x, t) +
∂v(x, t)

∂t
∆t = p v(x, t) − p

∂v(x, t)

∂x
∆x +

1

2
p

∂2v(x, t)

∂x2
(∆x)2

+ q v(x, t) + q
∂v(x, t)

∂x
∆x +

1

2
q

∂2v(x, t)

∂x2
(∆x)2 ,

ska֒d mamy:
∂v(x, t)

∂t
∆t = −(p − q)

∂v(x, t)

∂x
∆x +

1

2

∂2v(x, t)

∂x2
(∆x)2 .

Dziela֒c obie strony równania przez ∆t i przechodza֒c do granicy ∆t → 0, tak aby:

(p − q)
∆x

∆t
→ 2c,

(∆x)2

∆t
→ 2D ,

otrzymujemy równanie Fokkera–Plancka dla dyfuzji z pra֒dem:

∂v(x, t)

∂t
= −2c

∂v(x, t)

∂x
+ D

∂2v(x, t)

∂x2
,

gdzie D jest współczynnikiem dyfuzji, a c pre֒dkościa֒ pra֒du (dla c = 0 bła֒dzenie jest symetryczne).
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Równanie Laplace’a – zagadnienie Dirichleta 8

⊲ Przedstawiony przykład sugeruje sposób rozwia֒zywania równań różniczkowych cza֒stkowych

(przynajmniej pewnej klasy) metodami bła֒dzenia przypadkowego (łańcuchów Markowa).

◮ Teraz rozważymy pewne klasy równań róczniczkowych i spróbujemy sformułować dla nich

problemy probabilistyczne w postaci łańcuchów Markowa (bła֒dzenia przypadkowego), których

rozwia֒zania sa֒ identyczne z rozwia֒zaniami tych równań.

Równanie Laplace’a

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ . . . +
∂2u

∂x2
k

= 0 , (x1, x2, . . . , xk) ∈ D ⊂ R
k. (5)

Funkcja u(x1, x2, . . . , xk) spełniaja֒ca to równianie nazywa sie֒ funkcj a֒ harmoniczn a֒ (jest cia֒gła

wraz z pierwsza֒ i druga֒ pochodna֒). Jeżeli znane sa֒ wartości funkcji harmonicznej na brzegu Γ(D)

obszaru D, to sa֒ określone we wszystkich punktach wewne֒trz tego obszaru.

• Zagadnienie Dirichleta:

Znaleźć wartości funkcji harmonicznej u(x1, x2, . . . , xk) wewna֒trz obszaru D, jeżeli na brzegu

Γ(D) tego obszaru przyjmuje ona wartości dane pewna֒ funkcja֒ f :

u(x1, x2, . . . , xk) = f(x1, x2, . . . , xk), (x1, x2, . . . , xk) ∈ Γ(D) . (6)

⊲ Dalej be֒dziemy rozważać przypadek k = 2, który łatwo jest uogólnić na dowolne k.
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Równanie Laplace’a – zagadnienie Dirichleta 9

◮ Be֒dziemy rozważać zagadnienie Dirichleta w formie

dyskretnej:

• Obszar D pokrywamy sia֒tka֒ o kwadratowych

oczkach o długości h.

• Pewne punkty traktujemy jako punkty wewn e֒trzne

(zaznaczone na rysunku kółkami ) – ich zbiór ozna-

czamy przez D∗.

• Inne punkty traktujemy jako punkty brzegowe (za-

znaczone na rysunku gwiazdkami ) – ich zbiór

oznaczamy przez Γ(D∗).

*

*

*

*

*

*

**

*

*

*

y

x

*

*

**

*

* * *

*
D

Γ(D)

⊲ Drugie pochodne funkcji u zamieniamy na przyrosty:

u(x+h)−u(x)
h

− u(x)−u(x−h)
h

h
=

u(x + h) − 2u(x) + u(x − h)

h2

i wybieramy jednostki tak, że h = 1.
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Równanie Laplace’a – zagadnienie Dirichleta 10

⇒ Zagadnienie Dirichleta w formie dyskretnej:

Znaleźć funkcje֒ u∗, która spełnia równanie różnicowe:

u∗(x, y) =
1

4
[ u∗(x − 1, y) + u∗(x + 1, y) + u∗(x, y − 1) + u∗(x, y + 1) ] (7)

w punktach (x, y) ∈ D∗ przy warunkach:

u∗(x, y) = f∗(x, y), (x, y) ∈ Γ(D∗) , (8)

gdzie f∗ jest dyskretnym odpowiednikiem funkcji f .

◮ Rozważmy bła֒dzenie przypadkowe cza֒steczki X po siatce D∗ ∪ Γ(D∗):

• W chwili t = 0 cza֒steczka X znajduje sie֒ w pewnym punkcie pocza֒tkowym (ξ, η) ∈ D∗.

• Jeżeli w chwili t cza֒steczka znajduje sie֒ w punkcie (x, y), to w chwili (t + 1) znajdzie sie֒ z

jednakowym prawdopodobieństwem w jednym z czterech sa֒siednich punktów: (x − 1, y),

(x + 1, y), (x, y − 1) lub (x, y + 1).

• Jeżeli cza֒steczka X w pewnej chwili znajdzie sie֒ na brzegu Γ(D∗), to kończy swój ruch.

• Każdej trajektorii cza֒steczki X startuja֒cej z punktu (ξ, η) przypisujemy wartość zmiennej

losowej: v(ξ, η) = f∗(x, y), gdzie (x, y) ∈ Γ(D∗).

Wiesław Płaczek Metody Monte Carlo — Wykład 9



Równanie Laplace’a – zagadnienie Dirichleta 11

Niech: pξ,η(x, y) – prawdopodobieństwo tego, że cza֒steczka X startuja֒ca z punktu (ξ, η)

skończy swoje bła֒dzenie w punkcie (x, y).

⊲ Możliwo ści:

1. Punkt (ξ, η) ∈ Γ(D∗), tzn. jest punktem brzegowym – wówczas:

pξ,η(x, y) =







1, (x, y) = (ξ, η),

0, (x, y) 6= (ξ, η)
(9)

2. Punkt (ξ, η) ∈ D∗, tzn. jest punktem wewn e֒trznym – wówczas:

pξ,η(x, y) =
1

4
[ pξ−1,η(x, y) + pξ+1,η(x, y) + pξ,η−1(x, y) + pξ,η+1(x, y) ] , (10)

dlatego że cza֒steczka startuja֒ca z tego punktu może dojść do punktu (x, y) tylko przez jeden z

sa֒siednich punktów punktów: (x − 1, y), (x + 1, y), (x, y − 1) lub (x, y + 1), których

wybór jest jednakowo prawdopodobny.

◮ Wartość oczekiwana zmiennej losowej v(ξ, η) jest dana przez:

E(ξ, η) =
∑

(x,y)∈Γ∗

pξ,η(x, y) f∗(x, y), (11)

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich punktach brzegowych.

Wiesław Płaczek Metody Monte Carlo — Wykład 9



Równanie Laplace’a – zagadnienie Dirichleta 12

Mnoża֒c równanie (10) przez f∗(x, y) i sumuja֒c po wszystkich punktach brzegowych (x, y):

E(ξ, η) =
1

4
[E(ξ − 1, η) + E(ξ + 1, η) + E(ξ, η − 1) + E(ξ, η + 1) ] . (12)

Natomiast podstawiaja֒c wyrażenie (9) do wzoru (11) otrzymujemy:

E(ξ, η) = f∗(ξ, η), (ξ, η) ∈ Γ(D∗) . (13)

⊲ Zatem wartość oczekiwana spełnia identyczne równania co funkcja u∗(x, y).

◮ Z jednoznaczności rozwia֒zania zagadnienia Dirichleta dla równania Laplace’a wynika, że:

E(x, y) ≡ u∗(x, y) .

Schemat szacowania u∗(x, y), (x, y) ∈ D∗:

1. Cza֒steczke֒ X umieszczamy w punkcie (x, y).

2. Obserwujemy bła֒dzenie tej cza֒steczki do momentu, w którym osia֒gnie ona brzeg Γ(D∗).

3. Obliczamy wartość funkcji f∗ w punkcie brzegowym, do którego cza֒steczka X dotarła.

Kroki 1–3 powtarzamy N razy.

→ Oszacowaniem wartości funkcji u∗ w punkcie (x, y) jest średnia arytmetyczna

zaobserwowanych wartości funkcji f∗.

⊲ Można pokazać, że oczekiwany czas bła֒dzenia da sie֒ oszacować z góry przez wielkość

niezależna֒ od liczby zmiennych – ważne dla wielu wymiarów!

Wiesław Płaczek Metody Monte Carlo — Wykład 9



Przykład dla zagadnienie Dirichleta 13

Funkcja u(x, y) spełnia równanie Laplace’a na kwadracie 0 ≤ x, y ≤ 4 z warunkami brzegowymi:

u(x, 0) = 0 , u(4, y) = y , u(x, 4) = x , u(0, y) = 0 . (14)

◮ Znaleźć wartość tej funkcji w punkcie (2, 2).

→ Rozwia֒zanie dokładne: u(x, y) = xy/4, tzn. u(2, 2) = 1.

Rozwi a֒zanie metod a֒ bł a֒dzenia przypadkowego:

• Zamieniamy zagadnienie cia֒głe na zagadnienie

dyskretne buduja֒c siatke֒ kwadratowa֒ o oczkach

długości h = 1.

• Obserwujemy wszystkie trajektorie rozpoczynaja֒ce

sie֒ w punkcie (2, 2) i kończa֒ce sie֒ na brzegu

kwadratu, przypisuja֒c im odpowiednie wartości

brzegowe funkcji u dane wzorami (14).

⊲ Przykładowe rozwia֒zanie dla 20 trajektorii:

u(2, 2) = 1.0 ± 0.3351 . *

*

*

*

*

*

* * * *

*

*

* * *

*

y

0

2

1

3

4

1 2 3 4 x 
⇛ Ćw. N11.1: Rozwia֒zać powyższy problem metoda֒ bła֒dzenia przypadkowego.
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Równania paraboliczne – wprowadzenie 14

Zagadnienie:

Znaleźć taka֒ funkcje֒ u(x1, x2, . . . , xk, t), która wewna֒trz obszaru D ⊂ R
k spełnia równanie

paraboliczne:
∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

+ . . . +
∂2u

∂x2
k

= c
∂u

∂t
(15)

z warunkami brzegowymi:

u(x1, x2, . . . , xk, t) = g(x1, x2, . . . , xk, t) , (x1, x2, . . . , xk) ∈ Γ(D) ,

oraz warunkami pocza֒tkowymi:

u(x1, x2, . . . , xk, 0) = h(x1, x2, . . . , xk) , (x1, x2, . . . , xk) ∈ D .

⊲ W ogólniejszym przypadku warunki te moga֒ zawierać również pochodne funkcji u.

◮ Podamy metode֒ rozwia֒zywania tych równań w oparciu o bła֒dzenie przypadkowe.

• Najpierw rozważymy przypadek jednowymiarowy.

• Naste֒pnie podamy uogólnienie na dowolna֒ liczbe֒ wymiarów.

Wiesław Płaczek Metody Monte Carlo — Wykład 9



Równania paraboliczne – przypadek jednowymiarowy 15

Znaleźć taka֒ funkcje֒ u(x, t), która spełnia równanie różniczkowe:

∂2u

∂x2
= c

∂u

∂t
przy warunkach brzegowych:

u(0, t) = f1(t) , u(a, t) = f2(t) ,

oraz warunkach pocza֒tkowych:
u(x, 0) = g(x) .

Zagadnienie to może być traktowane jako zadanie poszukiwania temperatury u(x, t) pre֒ta

jednorodnego w chwili t w punkcie odległym o x jednostek od pocza֒tku pre֒ta, jeżeli wiadomo, że

rozkład pocza֒tkowy temperatury jest określony przez funkcje֒ g(x), zaś zmiana temperatury na

końcach x = 0 oraz x = a dana jest funkcjami f1(t) oraz f2(t).

◮ Dyskretyzujemy powyższy problem przyjmuja֒c:

x = k h , gdzie h =
a

n
, k = 1, . . . , n; t = j l , j = 0, 1, 2, . . . , l – stała.

⇒ Równanie różnicowe:

u(x + h, t − l) − 2u(x, t − l) + u(x − h, t − l)

h2
= c

u(x, t) − u(x, t − l)

l
.
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Równania paraboliczne – przypadek jednowymiarowy 16

⊲ Kroki h i l dobieramy tak, aby: c h2 = 2 l .

◮ Wówczas otrzymujemy równanie:

u(x, t) =
1

2
u(x + h, t − l) +

1

2
u(x − h, t − l) .

→ Wartość funkcji u w punkcie x w chwili t może być oszacowana jako średnia arytmetyczna tej

funkcji w punktach x + h i x − h w chwili poprzedniej.

Schemat szacowania warto ści funkcji u w chwili τ w ustalonym punkcie ξ:

1. Cza֒steczke֒ X umieszczamy w punkcie ξ i przypisujemy jej wage֒ τ równa֒ współrze֒dnej

czasowej tego punktu.

2. Jeżeli w pewnej chwili cza֒steczka X znajduje sie֒ w punkcie x i jej współrze֒dna czasowa (waga)

jest równa t, to w naste֒pnej chwili znajdzie sie֒ z prawdopodobieństwem 1
2 w punkcie x + h lub

z prawdopodobieństwem 1
2 w punkcie x − h; nowa waga cza֒steczki be֒dzie równa t − l.

3. Cza֒steczka X kończy swoje bła֒dzenie w jednej z dwóch sytuacji:

• W pewnej chwili osia֒gnie punkt x = 0 lub x = a – takiej trajektorii przypisujemy wartości

odpowiednio f1(t) lub f2(t), gdzie t jest aktualna֒ waga֒ cza֒steczki.

• Współrze֒dna czasowa (waga) cza֒steczki stanie sie֒ równa zeru – takiej trajektorii

przypisujemy wartość g(x), gdzie x jest aktualna֒ współrze֒dna֒ przestrzenna֒ cza֒steczki.
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Równania paraboliczne – przypadek jednowymiarowy 17

Kroki 1–3 powtarzamy N razy.

→ Oszacowaniem wartości funkcji u w punkcie ξ w chwili τ jest średnia arytmetyczna

zaobserwowanych wartości przypisanych trajektoriom.

Uwaga:

Zagadnienie jednowymiarowe może być rozpatrywane jako zagadnienie dwuwymiarowe w

przestrzeni punktów (x, t) na niegraniczonym (w kierunku zmiennej t) obszarze. Brzeg tego

obszaru be֒dzie osia֒gany po co najwyżej τ/l krokach.

0 h

2l

l

2h x a

t
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Równania paraboliczne – przypadek wielowymiarowy 18

Uogólnienie na k wymiar ów:

◮ Dobieraja֒c wielkości k oraz l tak, aby:

c h2

l
= 2k ,

otrzymujemy:

u(x1, x2, . . . ,xk, t) =

1

2k

[

u(x1 + h, x2, . . . , xk, t − l) + u(x1 − h, x2, . . . , xk, t − l) + . . .

+ u(x1, x2, . . . , xk + h, t − l) + u(x1, x2, . . . , xk − h, t − l)

]

.

⊲ Problem k-wymiarowy możemy rozwia֒zać metoda֒ bła֒dzenia przypadkowego w nieograniczonym

obszarze ,,czasoprzestrzeni” (k + 1)-wymiarowej punktów (x1, x2, . . . , xk, t).

⊲ Poste֒pujemy analogicznie jak w przypadku jednowymiarowym, z tym że teraz

prawdopodobieństwo przejścia do jednego z sa֒siednich 2k punktów wynosi 1
2k

.

⇛ Ćw. N11.2: Zaimplementować algorytm rozwia֒zywania jednowymiarowego równania

parabolicznego metoda֒ bła֒dzenia przypadkowego i wykonać obliczenia dla wybranych

warunków brzegowych i pocza֒tkowych oraz stałych h i l.
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